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Préface

Ces notes s’adressent aux étudiantes et étudiants du cours Algebre matricielle
(Sigle : MAT1600) a ’'UQAM. Elles constituent la matiére pour un cours de pre-
mier cycle d’une quarantaine d’heures. Elles seront divisées en sept chapitres. Pour
I’instant, les six premiers chapitres ont été rédigés. Les notions de base du calcul
matriciel sont décrites et quelques applications sont aussi présentées.

Quelques exercices sont inclus a la fin de chaque chapitre. Ceux marqués d’un
(1) sont considérés comme étant difficile et nécessitent parfois des notions vues
dans d’autres cours de mathématiques. Il y a trés peu d’exercices de ce type. IIs ne
sont la que pour éveiller la curiosité des étudiantes et étudiants sur d’autres sujets
mathématiques.

Les preuves de certains des théoréemes ou propositions ne sont qu’esquissées
dans le texte. J*ai préféré procéder ainsi pour ne pas trop alourdir ces notes de cours
en espérant que les étudiantes et étudiants ne m’en tiendront pas trop rigueur.

D’avance je remercie toute personne qui me signalera les lapsus et autres co-
quilles qui m’auraient échappés.

Robert Bédard
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Chapitre 1

Matrices

Dans ce chapitre, nous allons définir ce qu’est une matrice et décrire ensuite
les opérations algébriques usuelles sur celles-ci. Nous terminerons en considérant
une application a la théorie des graphes orientés.

1.1 Définitions de base

Définition 1.1. Une matrice de format m X n est un tableau rectangulaire com-
portant m lignes et n colonnes dont les entrées sont généralement des nombres.

Exemple 1.1.

1 -2 4 )
{0 0.5 3} est une matrice de format 2 x 3.

Notation 1.1. Généralement lorsque nous voulons écrire une matrice quelconque
A, nous écrirons

ail ai9 e aij e Aln
asy a9 e agj e aon
A=
;1 ;2 e Qi e Qi
_am1 Qm2 .. Amj ... amn_

ol a;; désigne I’entrée a la ligne ¢ et a la colonne j. On dit que a;; est le terme gé-
nérale de la matrice A. Souvent aussi nous écrirons tout ceci sous la forme abrégée

A= [aij]lgigm ou encore A= [aij]
1<j<n
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Définition 1.2. Deux matrices A = [a;;] et B = [b;;] sont égales si et seulement
si elles ont le méme format et les entrées aux positions correspondantes sont égales.
C’est donc dire que si A est de format m x n et B est de format m’ x n’, alors il
faut pour que ces deux matrices soient égales que m’ = m, n’ = n et a;; = by
pourtoutietjtelsquel <i<metl <j<n.

Exemple 1.2. Les deux matrices suivantes

1 2 _3 1 2 -3
1 7 5 et 1 7 5
00 O

ne sont pas égales parce qu’elles n’ont pas le méme format; I’'une est de format
2 x 3 et 'autre de format 3 x 3. Alors que les deux matrices

r 1 -3 ot 8§ 1 =3
2 5 7 2y 7
sont égales si et seulement siz = 8 ety = 5.

Certains matrices sont particulieres a cause de leur format ou de certains pro-
priétés qu’elles posseédent. Nous allons maintenant énumérer certaines de ces ma-
trices.

Définition 1.3. La matrice nulle de format m x n est la matrice de format m x n
dont toutes les entrées sont nulles. Nous noterons cette matrice par 0,,,x,, Ou encore
par O seulement si le format est connu.

Exemple 1.3. La matrice nulle de format 3 x 2 est

0 0
03><2 =10 0
0 0

Définition 1.4. Une matrice A = [a;;] est dite étre carrée d’ordre n si elle est de
format n x n. Elle a autant de lignes que de colonnes. Dans ce cas, la diagonale
allant du coin supérieur gauche au coin inférieur droit est appelée la diagonale
principale.

Exemple 1.4. La matrice
-2 3
0 7
1 10

est une matrice carrée d’ordre 3 dans laquelle nous avons encadré les entrées de la
diagonale principale : 1, 5 et -1.
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Définition 1.5. La matrice identité d’ordre n est la matrice carrée de format n x n
dont les entrées sur la diagonale principale sont égales a 1 et les autres, celles hors
de la diagonale principale sont nulles (c’est-a-dire égales a 0). Nous noterons cette
matrice par I, ou encore [ si I’ordre est connu.

Exemple 1.5. La matrice identité d’ordre 4 est

1000
0100
L=1001 0
0001

1.2 Opérations algébriques.

Il est possible de définir des opérations algébriques sur I’ensemble des ma-
trices. Nous pouvons ainsi additionner, soustraire ou encore multiplier des matrices
si certaines conditions sont vérifiées sur les formats de celles-ci. Nous allons main-
tenant décrire ces opérations et sous quelques conditions, elles sont bien définies.

Définition 1.6. Soit deux matrices : A = [a;;] de format m x n et B = [b;;] de
format m’ x n’. Alors nous pouvons les additionner si et seulement si elles ont le
méme format, c’est-a-dire m’ = m et n’ = n. Dans ce cas, le résultat de 1’addition :
la somme notée A + B est aussi une matrice de format m x n et I’entrée a la ligne
i et colonne j de A + B est la somme des entrées correspondantes de A et de B,
c’est-a-dire a;; + b;j. Nous pourrions écrire ceci de fagon abrégée par

[aij] + [bis] = [aij + bij].

1 -3 4 5 1
A
n’est pas définie dans ce cas parce que ces deux matrices ne sont pas de méme

format, une est de format 2 x 3, alors que I’autre est de format 2 x 2. Par contre,
I’addition

Exemple 1.6. ’addition

1 3 7 -1 0 -1 3 5

0 2 5 =21+12 5 1 4

1 10 -1 4 1 -9 21

est bien définie, les deux matrices étant de format 3 x 4 et la somme est
(1+0) (34 (-1)) (7+3) ((=1) +5) 1 2 10 4
(0+2) (2+5) (5+1) (=2)+4)| =12 7 6 2
(I1+1) (104+(=9)) ((-1)+2) (4+1) 2 1 1 5



4 CHAPITRE 1. MATRICES

Définition 1.7. Soit une matrice A = [a;;] de format m X n et un scalaire (c’est-
a-dire un nombre) «. Alors nous pouvons multiplier A par «, que nous noterons
par A, et le résultat de la multiplication de A par le scalaire « est une matrice
du méme format que A et dont les entrées sont celles de A multipliées par .. Nous
pouvons écrire ceci de facon abrégée par

aA = ala;;] = [aagg).

Exemple 1.7. Nous avons illustré cette opération ci-dessous.

1 061 7-1  7-0 7-6 7-1 7 0 42 7
72 5 3 1|=| 72 7573 7-1]=|14 35 21 7
-3 4 7 5 7-(=3) 7-4 7-7 7-5 —21 28 49 35

Définition 1.8. Soit deux matrices : A = [a;;] de format m x n et B = [b;;] de
format m’ x n’. Alors nous pouvons soustraire I’'une de I’autre si et seulement si
elles ont le méme format, c’est-a-dire m’ = m et n’ = n. Dans ce cas, le résultat :
la différence notée A — B, est aussi une matrice de format m x n et ’entrée a la
ligne 7 et colonne j de A — B est la différence des entrées correspondantes de A et
de B, c’est-a-dire a;; — b;;. Nous pourrions écrire ceci de fagon abrégée par

[aij] = [bij] = [ai; — bij]-
Noter que A — B est tout simplement A + (—1)B.
Exemple 1.8.
71 {5 1] _[(7-5) (1-(=1))]_[2 2
-2 4 6 3| [(—2-6) 4-3) | |-8 1|’
La somme et la multiplication par un scalaire satisfont des propriétés similaires
a celles de la somme pour les nombres. Nous avons énumérées celles-ci ci-dessous.

Nous ne démontrerons pas celles-ci, mais les preuves sont faciles a obtenir des
définitions.

Proposition 1.1. Soit A, B et C des matrices de format m X n, «, 3 des scalaires.

Alors

(a) A+ B=B+ A (commutativité de la somme)
(b) (A+B)+C=A+(B+C) (associativité de la somme)
©) A+ 0pxn =0mxn+A=A (élément neutre pour la somme)

(d) A+ (—A) =0pxn, o0 —A=(-1)A (matrice opposée)
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(e) 1A=A

) (a+pB)A=aA+ A
(g) a(A+ B) =aA+aB

(h) a(BA) =

(aB)A

(unitarité)

(distri
(distri

butivité)

butivité)

(associativité du produit par un scalaire)

Une opération plus délicate est la multiplication de matrices. Nous allons main-
tenant décrire celle-ci.

Définition 1.9. Soit une matrice A = [a;;] de format p x g et une matrice B = [b;;]
de format r x s. Alors nous pouvons multiplier A par B notée AB si et seulement
si le nombre de colonnes g de A est égal au nombre de lignes r de B. Attention ici
I’ordre est important dans le produit, c’est-a-dire que AB et BA ne donnent
pas nécessairement la méme matrice. Nous avons les formats suivants :

a1
a21

alp ... alj
a2 ... a2j
a;2 ... Qi
apg e apj

alq
agq

aiq

Apq |

b1
ba1

bi2
bao

bio

b2

bqj

bls
b2s

bis

bqs_

A de format p x @

B de format @ X §

Le produit AB sera alors une matrice C' de format p x s, ol

C11
C21

Ci1

Cp1

C12
C22

Ci2

Cpg

Clj
ng

Cz'j

Cpj

Cls
C2s

Cis

Cps |

oll ¢;; désigne I’entrée a la ligne 7 et a la colonne j du produit AB et est égale a

q
Cij = aibij + Gioboj + -+ + Qikbrj + - + aigbgy = ¥ _ aigbyj.

k=1

Ainsi ¢;; est obtenue des entrées de A sur la ligne 7 et celles de B sur la colonne j.
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Remarque 1.1. 11 peut arriver que AB soit bien définie, alors que BA ne le soit
pas. De plus méme si B A est définie, les matrices AB et B A ne sont pas nécessai-
rement égales.

Exemple 1.9. Le produit

1 211 2 -3

-1 41 (0 3 4

0 5] (11 0 2
—_—

format 3 x 2 format 3 x 3
n’est pas défini parce que le nombre de colonnes de la matrice de gauche, c’est-a-
dire 2, n’est pas égal au nombre de lignes de la matrice de droite, c’est-a-dire 3.
Par contre le produit

1 2 -3 1 2
03 4 -1 4
1 0 2 0 5

format 3 x 3  format 3 x 2
est défini parce que le nombre de colonnes de la matrice de gauche, c’est-a-dire 3,
est égal au nombre de lignes de la matrice de droite, ¢’est-a-dire 3. Le produit sera
une matrice de format 3 x 2 et est égal a

(WMD) +2)(=1) +(=3)(0))  (1)(2) +(2)(4) + (=3)(5)) -1 =5
((0)(1) +3)(=1) +(4)(0))  ((0)(2) +(3)(4) +(4)(5) | = [-3 32
(W@ +0)(=1) +(2)(0))  (1)(2) + (0)(4) + (2)(5)) L2

Exemple 1.10. Le produit
31 1 4
1 5] |[-1 7

format 2 x 2 format 2 x 2
est défini parce que le nombre de colonnes de la matrice de gauche, c’est-a-dire 2,

est égal au nombre de lignes de la matrice de droite, ¢’est-a-dire 2. Le produit sera
une matrice de format 2 x 2 et est égal a

(3)(1) + (M)(=1)) ((3)(4)+(1)(7))] _ [2 19}
(MM +G)(=D) (VEH +6GNT))] [-4 39]

De plus si nous considérons le produit des mémes matrices mais cette fois dans
I’ordre inverse, nous aurons que le produit

1 4 3 1
-1 7 1 5
—_———— ——
format 2 x 2 format 2 x 2
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est aussi défini parce que le nombre de colonnes de la matrice de gauche, c’est-
a-dire 2, est égal au nombre de lignes de la matrice de droite, c’est-a-dire 2. Le
produit sera une matrice de format 2 x 2 et est égal a

(MB) + (4)(1)) ((1)(1)+(4)(5))} _ {7 21]
(=DE)+ M) (VM) +(M)G)] 4 34]

Cet exemple illustre bien le fait que méme si les produits AB et B A sont définis,
il ne sont pas nécessairement égaux.

Ces opérations satisfont des propriétés similaires a celles pour les opérations
sur les nombres. Nous avons énumérées celles-ci ci-dessous. Nous ne les démon-
trerons pas, mais les preuves sont faciles a obtenir des définitions.

Proposition 1.2. Soit que A est une matrice de format m x n, B et B’ sont deux
matrices de format n x p et C une matrice de format p X q et un scalaire c. Alors

(a) (AB)C = A(BC) (associativité du produit)
(b) Al, =Aetl, A=A (élément neutre pour le produit)
(©) AOpxr = Omxr €t OgsenA = Ogxen, (élément absorbant)
(d) a(AB) = (aA)B = A(aB) (associativité du produit par un scalaire)
() A(B4+ B')=AB+ AB'et (B+ B')C =BC + B'C (distributivité)

Notation 1.2. Si A est une matrice carrée d’ordre n et m est un entier positif
(> 0), alors nous noterons par A™ : le produit de la matrice A avec elle-méme m
fois, c’est-a-dire
sim=0,alors A =1, etsim>0,alors A"=A-A---A-A.
—_—

m facteurs
Par exemple A° = AAAAA.

Remarque 1.2. Ce qu’il faut bien se souvenir est que nous ne pouvons pas sup-
poser que les matrices AB et BA sont égales mé&€me si ces deux produits sont bien
définis. Par exemple, si A et B sont des matrices carrées d’ordre n, alors nous
aurons en utilisant les propriétés énoncées aux propositions 1.1 et 1.2

(A+B)?*=(A+B)(A+B)=(A+B)A+ (A+B)B
= (AA+ BA)+ (AB + BB)
= A2+ BA+ AB + B2

Donc la matrice (A + B)? n’est pas nécessairement égale 2 A% +2AB + B2, alors
que si a, b sont des nombres, nous aurions que (a + b)? = a? + 2ab + b*.
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1.3 Matrices particulieres

Certaines matrices ont des propriétés particulieres qu’il nous faut distinguer.
C’est ce que nous ferons dans cette section.

Définition 1.10. Une matrice carrée A = [a;;] est dite triangulaire supérieure si
toutes les entrées de A situées strictement sous la diagonale principale sont nulles,
c’est-a-dire que a;; = 0 lorsque ¢ > j. Une matrice carrée A = [a;;] est dite
triangulaire inférieure si toutes les entrées de A situées strictement au-dessus de
la diagonale principale sont nulles, ¢’est-a-dire que a;; = 0 lorsque @ < j.

Exemple 1.11.

S O OoON

S O

o O w o
= = Ot

est une matrice triangulaire supérieure, alors que

S = W
= N O
~N O O

est une matrice triangulaire inférieure.

Définition 1.11. Une matrice carrée A = [a;;] est dite diagonale si elle est a la fois
triangulaire supérieure et triangulaire inférieure, c’est-a-dire que toutes les entrées
sont nulles sauf celles sur la diagonale principale.

Exemple 1.12.

100 0
0300 est une matrice diagonale
000 0 4 gonate.
0 00 —4
Définition 1.12. Soit une matrice A = [a;;] de format m X n. Alors la trans-

posée de A, que nous noterons AT, est la matrice de format n x m obtenue en
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interchangeant les lignes et les colonnes de A. Ainsi si A est la matrice

ail a2 e alj e A1n
asl ao e agj e a2,
A= . .
a1 Qi ... Qi ... Qi | <— lignet
| Am1 Am2 .. Qmj ... Amn |
colonne j

alors sa transposée A’ est

a1l a1 ... Qi1 ... Qml
a2 agy ... a;2 ... QAm2
AT =
ayj a5 ... Qi ... Gy | S hgne ]
_aln agn ... Qi ... anm_
colonne ¢

Exemple 1.13. Si A est la matrice de format 4 x 2 suivante

W N =
~J Ot N

-1

alors sa transposée A’ sera égale a la matrice de format 2 x 4

r_[1 23 4
A‘{257—1]

La transposée satisfait certaines propriétés relativement aux opérations algé-
briques définies précédemment. Les preuves de ces propriétés sont faciles a obtenir
des définitions.

Proposition 1.3. Soit deux matrices A et A’ de format m x n, une matrice B de
format n X p et un scalaire . Alors
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(a) (AT)"

) (ad)? —aAT

© (A+A)T = AT 4 (A1)

(d) (AB)T = BT AT L’ordre du produit est inversé !

Définition 1.13. Une matrice carrée A est dite étre symétrique si et seulement si
A est égale a sa transposée, c’est-a-dire que A = A7

Exemple 1.14. Soit les deux matrices carrées suivantes

1 3 7 1 30
A=1|3 -2 5 et B=12 1 5
7 5 2 0 5 7

Alors la matrice A est symétrique, car

1 3 7
AT = |3 —2 5| = A.
7 5 2

Par contre la matrice B n’est pas symétrique, car

120 130
B=1|3 1 5/#|2 1 5| =8
05 7 05 7

Exemple 1.15. La matrice des distances (par vol d’oiseau) entre les quatre villes :
Montréal, Paris, Londres et Washington

Villes Montréal  Paris  Londres Washington
Montréal 0 5506 5222 788
Paris 5506 0 344 6166

Londres 5222 344 0 5899
Washington 788 6166 5899 0

est une matrice symétrique.

Définition 1.14. Une matrice carrée A est dite étre antisymétrique si et seulement
siAT = —A.

Exemple 1.16.

0 3 -2 5
A= S 019 est une matrice antisymétrique
2 -1 0 4 '

-5 -9 -4 0
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En effet,
0O -3 2 -5 0 3 -2 5
3 0 -1 -9 -3 0 1 9
T - _ = _
AT = -2 1 0 —-4| 2 -1 0 4 A
5 9 4 0 -5 -9 -4 0

Proposition 1.4. Toute matrice carrée M peut s’exprimer d’une et une seule facon
comme la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice antisymétrique, c’est-
a-dire qu’il existe une et une seule matrice symétrique S, ainsi qu’une et une seule
matrice antisymétrique A telles que M = S + A. Plus précisément

1 1
i(M + M7T) est symétrique, §(M — M7T) est antisymétrique
et

1 1 1 1
S = 5(M+J\4T), A= 5(M—MT) et M= §(M+MT)+§(M—MT).
Preuve. En utilisant les propriétés de la transposée énoncées aux propositions 1.1
et 1.3, nous obtenons que

%(M+MT)T = %(MT + M1y = %(MT + M) = %(M + M1

1
et ceci montre que §(M + MT) est symétrique.

De la méme fagon,

1 1 1 1
SO = MTYT = Z(MT = (MT)F) = S(MT = M) = = (M — M7)
1 . o
montre que i(M — M™) est antisymétrique.
De plus
1 T 1 T 1 T T 1
5(M+M )+§(M—M ) = 5((M+M )+ (M —M")) = 5(2M):M.

Enposant S = $(M+MT)et A= 1(M—MT7), nous obtenons qu’il y a au moins
une facon d’écrire la matrice M comme la somme d’une matrice symétrique S et
d’une matrice antisymétrique A . Il nous faut maintenant montrer qu’il y a une seule
facon d’écrire M comme la somme d’une matrice symétrique et d’'une matrice
antisymétrique. Supposons que M = S; + A1, ol .S] est une matrice symétrique et
Aj est une matrice antisymétrique, nous voulons montrer que S; = S et A1 = A.
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En effet, en utilisant les propriétés de la transposée énoncées aux propositions 1.1
et 1.3, nous obtenons

MAMT = (S14+41)+(S1+A1)T = (S1+A1+ST+AT7) = S1+A41+851— 41 = 25,
parce que S7 est symétrique et A1 est antisymétrique. De méme
M—-MT = (S1+A1)—(S1+A1)T = (S1+A1—SlT—A?) = Sl—l-Al—Sl—l—Al) = 2A;.

Nous obtenons en divisant par 2 que

51:%(M+MT):S et Alzé(M—MT):A.

O
Exemple 1.17. Soit la matrice
1 3 5
M=|7 2 4
-1 3 -8
Alors
1 1 1 3 5 1 7 -1 1 5 2
Szi(M—l—MT):Q 702 40+1032 3|]|=|5 2 7/2
-1 3 -8 5 4 -8 2 7/2 -8
1 1 1 3 5 1 7 -1 0 -2 3
A:i(M—MT)zi 7 02 4|-132 3|]=|2 o0 1/2
-1 3 -8 5 4 -8 -3 —-1/2 0
et nous avons bien que
1 5 2 0 -2 3 1 3 5
S+A=1|5 2 T7/2|+]|2 0 12 =17 2 4 |=M.
2 7/2 -8 -3 —-1/2 0 -1 3 -8
symétrique antisymétrique

Définition 1.15. Une matrice A = [a;;] de format m x n a un inverse a gauche
s’il existe une matrice B de format n x m telle que BA = I,,, ou I, est la matrice
identité d’ordre n. De méme la matrice A a un inverse a droite s’il existe une
matrice C' de format n x m telle que AC = I,,,, ou I,,, est la matrice identité
d’ordre m. Une matrice n’a pas nécessairement un inverse a droite ou encore 2
gauche.
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Exemple 1.18. La matrice

1 0

B = 3 -1 =3 est un inverse a gauche de A = |2 -3
-2 1 4
0 1
En effet,
[3 -1 _3] - _[1 o]
-2 1 4 0 1 0 1
La matrice A n’a pas d’inverse a droite. En effet, supposons le contraire et que
la matrice
a b c
d e f
est un inverse a droite de A. Alors
1 0 a0 b e a b c 100
2 -3 [d . f]: (2a—3d) (2b6—3e) (2¢—=3f)| =10 1 0
0 1 d e f 0 0 1

Nous obtenons alors que a = 1, b = 0,¢c=0,d = 0,e = 0et f = 1. Mais de
ceci nous aurons que la ligne 2 du produit sera [2 0 —3] et ne sera pas égale a
[0 1 O} . Nous pouvons donc conclure que A n’a pas d’inverse a droite.

Exemple 1.19. Si ad — bc # 0 pour la matrice carrée d’ordre 2
a b
a=[e

w9 e o]

est a un inverse a droite et a gauche de A. En effet,

e o) Lo d) = e (ot Coread) =0 1

et
[CCL Z] <(ad i bc) —dc _ab}> - (ad 1— bc) [CCL 2] [—dc _ab]
1 (ad +b(—c)) (a(—b)+ ba)
(ad — be) [(cd +d(—c)) (c(=b)+ da)}

bl

alors
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1 2
A=l
nous avons que ad — be = (1)(4) — (2)(3) = —2 # 0 et conséquemment cette
matrice A a comme inverse a gauche et a droite, la matrice

114 =2 [-2 1

-2 [—3 1 ] B [3/2 —1/2}
Remarque 1.3. Dans le cas d’une matrice carrée, multiplier par son inverse est
similaire a diviser par cette matrice. Nous allons traiter dans un chapitre ultérieur
la question de savoir si une matrice carrée a un inverse et si oui, comment obtenir
cet inverse. Auparavant nous allons seulement obtenir quelques propriétés de I’in-
verse s’il existe. Nous discuterons aussi dans un chapitre ultérieur de la situation
d’une matrice qui est rectangulaire sans étre carrée et dans ce cas, il sera ques-
tion de pseudo-inverse. Nous verrons ceci lorsque nous discuterons de la droite des
moindres carrés.

Ainsi pour la matrice

Proposition 1.5. Si une matrice carrée A a un inverse a gauche B et un inverse a
droite C, alors B = C.

Preuve. Supposons que A est de format n x n. Alors nous avons par hypothése
que BA = I, et AC = I,,. Donc en utilisant la proposition 1.2, nous obtenons

B = BI, = B(AC) = (BA)C =1,C =C.
C’est ce que nous voulions montrer. O

Définition 1.16. Si une matrice carrée A a un inverse a gauche et a droite B, alors
nous dirons que A est une matrice inversible et que B est un inverse de A. Une
matrice non inversible est dite singuliére.

Notation 1.3. Si une matrice carrée A est inversible, alors comme conséquence de
la proposition 1.5 nous avons que cet inverse est unique. Nous noterons cet inverse
par A~1,

Proposition 1.6. Soit deux matrices carrées A et B inversibles de méme format
n X n. Alors

(a) La matrice inverse A=Y est inversible et son inverse est A. En d’autres mots,
nous avons que (A~1)71 = A.

(b) Le produit AB est inversible et son inverse (AB) ™! est le produit des inverses
en ordre inverse, c’est-a-dire que (AB)~! = B~1A~L,
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Preuve. (a) Comme A est inversible, nous avons que AA™! = A~'A = I,,. Mais
ceci montre que A~! a A comme inverse i gauche et i droite. Dans ce cas, I’inverse
est unique et nous pouvons conclure que (A~1)~! = A.

(b) Nous pouvons considérer la matrice B~' A~ parce que A et B sont inver-
sibles. Nous avons comme conséquence de la proposition 1.2 que

(AB)(B™'A™") = A(B(B'A™")) = A(BB™1)A™")
= A, A Y)Y =447 =1,
ainsi que
(B A™)(AB) = (B'A™)A)B = (B~ (A A)B
= (B 'I,)B=B"'B=1,.

Ceci montre que B~'A~! est un inverse a gauche et i droite de AB. Comme
I’inverse est unique, nous obtenons que (AB)~! = B~tA~!, U

Remarque 1.4. Si Ay, Ao, ..., A sont des matrices carrées inversibles de méme
format n x n, alors le produit A; As - - - A,, est aussi une matrice inversible et son
inverse (A1 As--- A,) " Lest

(AAg--- Ap) "t = At AGtAT!

I’ordre des facteurs du produit est inversé
11 suffit d’utiliser plusieurs fois la proposition précédente.

Notation 1.4. Si A est une matrice carrée inversible et que m est un entier négatif
(m < 0), alors A™ désignera la matrice (A~1)I™I, oti [m| est la valeur absolue
de m. Rappelons que |m| = —m si m < 0 et |m| = m si m > 0. Par exemple,
| — 7| = 7 et|10| = 10. Mais noter que nous aurions aussi pu écrire que A =
(A|m|)_1 a cause de la proposition 1.6. Donc avec cette notation, nous avons que
A6 = (A71)6 = (A5)~1. Avec cette notation, il est possible de montrer que

AMA™ = At et (A™)" = A™"  pour tout entier m,n € Z.

1.4 Application des matrices aux graphes

Définition 1.17. Un graphe orienté I' = (S, F) est formé d’un ensemble fini non
vide de sommets S et d’un ensemble de fleches 7 C S x S. Le nombre d’éléments
de S est appelé ordre de T'. Si f = (z,y) € F est une fleche, nous disons qu’elle
va de x vers y et nous pourrions représenter ceci graphiquement par t — y. Si
f = (x, z), alors nous dirons que f est une boucle en z.
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Il est possible de représenter un graphe orienté par des points et des fleches
reliant ces points. Nous avons illustrer ceci dans 1I’exemple ci-dessous.

Exemple 1.20. Considérons le graphe orienté I' = (S, F) pour lequel I’ensemble
des sommets est
S§=11,2,3,4,5,6,7}

et ’ensemble des fleches est
F={(1,2),(1,3),(3,2),(3,4),(5,4),(5,5),(6,7)}.

Alors nous pouvons représenter ceci dans la figure 1.1.

’—.7.b)
~No /0

FIGURE 1.1 — Exemple d’un graphe orienté

Il est aussi possible de décrire un graphe orienté au moyen d’une matrice.

Définition 1.18. Etant donné un graphe orienté I' = (S, F) d’ordre n et pour
lequel I’ensemble S des sommets est S = {x1,x9,...,2,}. Alors la matrice
d’adjacence de T est la matrice carrée M (I") de format n x n définie par

1, si(z,xj) € F;
M(T) = [mijli<i<n o0t my; =
15520

0, si (xi,a:j) ¢ f

Exemple 1.21. Si nous prenons le graphe orienté I' = (S, F) de I’exemple précé-
dent, nous aurons alors comme matrice d’adjacence

0110000
00000O0O
0101000

MIT) =10 0000 0 0
0001100
000000 1

00000 0 0]
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Lemme 1.1. Soit un graphe orienté I' = (S, F) d’ordre n et pour lequel I’en-
semble S des sommets est S = {x1,xo,...,x,} et la matrice d’adjacence corres-
pondante :

M(T) = [mij]i<i<n
1<52n

Alors

(a) La somme des entrées Y, _, my, sur la ligne i de M (T") est égale au nombre
de fleches sortant du sommet x;.

(b) La somme des entrées y ;. my; sur la colonne j de M(T) est égale au
nombre de fleches entrant dans le sommet x ;.

(c) La somme des entrées ) ,._, myy, sur la colonne principale de M (I") est égale
au nombre de boucles de 1.

Preuve. (a) Par définition, nous avons que

1, si (x4, ) est une fleche dans I';
Mk =

0, s’iln’y apas de fleches de x; vers x; dans I'.

Conséquemment la somme Y, _; m;j est égale au nombre de fleches sortant de
Z;.
(b) Par définition, nous avons que

1, si(xg, ;) estune fleche dans I';
mg; =

0, s’iln’y apas de fleches de xy, vers z; dans I,

Conséquemment la somme Y, _, my; est égale au nombre de fleches entrant dans
le sommet ;.
(c) Par définition, nous avons que

1, si (zg, zk) est une boucle dans I';
Mgk =

0, s’iln’y apasde boucle a zj, dans I'.

Conséquemment la somme »_,_, myy, est égale au nombre de boucles dans le
graphe orienté I O
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Définition 1.19. Soit un graphe orienté I' = (S, F) d’ordre n et pour lequel I’en-
semble S des sommets est S = {1, z2,...,z,}. Un chemin de x; vers x; dans
I" est une suite de fleches : (2p,, Zp, )s (Tp1s Tpy), - - -5 (Tpy_y» Tp,, ) de T telle que la
premiere fleche (z,,, zp, ) part de x;, c’est-a-dire que zp, = z;, la derniere fleche
(Zp,_,,Tp,) se termine a x; et si f et f’ sont deux fleches successives dans le che-
min, alors le sommet d’arrivée de la fleche f est le sommet de départ de la fleche
f'. Le nombre k de fleches dans le chemin est appelé la longueur du chemin.

Exemple 1.22. Considérons le graphe orienté de la figure 1.2. Nous avons désigné
les fleches du graphe par des lettres de a a h. Avec cette notation, nous avons que
a,b,d, e, g,g,h est un chemin de longueur 7 allant du sommet 1 au sommet 7.
Pareillement f, e, h est un chemin de longueur 3 allant du sommet 6 au sommet 7.

s(s) 7
1@ °-—e
alc4e 6

FIGURE 1.2 — Graphe orienté

Proposition 1.7. Soit un graphe orienté ' = (S, F) d’ordre n et pour lequel
I’ensemble S des sommets est S = {x1,x2,...,x,} et la matrice d’adjacence
correspondante :

M = M(T) = [m4jli<i<n
1Zj<n

Pour chaque entier p > 1, écrivons la p'“"™¢ puissance de M :

MP = [mij(p)li<icn
1<j<n
Alors m;;(p) est le nombre de chemins de longueur p allant du sommet x; jusqu’au
sommet T ;.

Preuve. La preuve de cette proposition est ce que nous appellons une preuve par
récurrence. Si p = 1, alors le résultat est vrai par la définition méme de la matrice
d’adjacence. Nous pouvons supposer que le résultat est vrai pour p — 1 et nous
voulons le démontrer pour p. Ainsi nous supposons que les entrées de la matrice
MP~1 comptent les chemins de longueur p — 1 entre deux sommets quelconques
du graphe. Un chemin de longueur p : f1, fo,..., fp—1, fp dans le graphe I allant
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du sommet z; au sommet x; est un chemin de longueur p — 1 allant du sommet
x; jusqu’au sommet x, pour un certain £k suivi d’une fleche f,, allant de xj, vers
le sommet z;. Réciproquement a tout chemin de longueur p — 1 : f1, fo, ..., fp—1
allant de x; jusqu’au sommet z;, pour un certain k et a toute fleche f allant de xy,
vers le sommet xj, nous pouvons associer un chemin de longueur p en considérant
fi, f2,. .., fp—1, f. De tout ceci, nous obtenons I’équation

mij(p) = > mir(p — 1)my;
k=1

Mais ceci est I’entrée a la ligne 4 et colonne j de MP~'M = MP. C’est ce que
nous devions montrer. [

Exemple 1.23. Si nous reprenons le graphe orienté de la figure 1.2, alors sa matrice
d’adjacence est

010 0O0O0OTO
0011000
0001 0O0O0
M=1{0 0 0 01 0 O
000 O0T1TO01
0001 0O0O0
0 0 000 0 0]
Si nous calculons la puissance sixieme de M, nous obtenons
[0 0 0 0 2 0 2]
000020 2
000 O0T1O01
Mé=10 000101
000 O0T1TO01
0000101
0 0 000 0 0]

La proposition précédente indique qu’il y a 2 chemins de longueur 6 allant du
sommet 1 jusqu’au sommet 5 dans le graphe orienté de la figure 1.2. En effet, ces
deux chemins sont : a,b,d, e, g,geta,c, e, g,q,g.

1.5 Exercices

Exercice 1.1. Soit les matrices suivantes :
2 3 -1 0 2 -1 5

A= 1|-5 1 4 =21, B=|—-4 1 0f, C =
7 -2 0 -1 10 -6 1 10 8 -9
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Indiquer si chacune des opérations suivantes est bien définie et effectuer ce calcul
dans le cas ot I’opération est bien définie :

(a) BAC,

(b) B?A,

(©) (BC)?

(d) B*C?,

(e) A(B +3C),
() (B+3C)A,
() AT(B+5CT),
(hy A+ AT,

Exercice 1.2. Soit la matrice suivante

0 200
00 20
A_0002
0 00O

Calculer chacune des matrices suivantes : (a) A2, (b) A3, (c) A%, (d) A, (e)(1)!
(I + A).

Exercice 1.3. Soit la matrice A.
(a) Vérifier que la matrice A” A est une matrice symétrique.

(b) Dans le cas ot A est une matrice de format 2 x 2, ¢’est-a-dire

a b
a= (0 3
alors calculer AT A.

Exercice 1.4. Soit les matrices

21 0 -1
A_[O 1 _3 0} et C =

N = W o
W N N

(a) Vérifier que la matrice A n’a pas d’inverse B a gauche.

1. Un exercice marqué du symbole (f) est considéré comme plus difficile et ne sera pas une
question d’examen.
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(b) Vérifier que la matrice C est un inverse a droite de A.

(¢) Vérifier que la matrice ci-dessous est aussi un inverse a droite de A pour tous
les scalaires o, 8, yetd :

(1-3a+p6)/2 (=3y+6—1)/2

3a (14 37)
a 0
B 5

La matrice A a une infinité d’inverse a droite et aucun inverse a gauche.

Exercice 1.5. Soit le graphe orienté GG suivant :

(a) Déterminer la matrice d’adjacence M = M (G) de ce graphe.

(b) Calculer M* et vérifier que I’entrée a la ligne 5 et & la colonne 5 de M* corres-
pond bien au nombre de chemins de longueur 4 allant du sommet 5 au sommet
5 dans le graphe G en énumérant tous ces chemins.

(c) Calculer M6 et vérifier que ’entrée  la ligne 5 et 2 la colonne 2 de M6 corres-
pond bien au nombre de chemins de longueur 6 allant du sommet 5 au sommet
2 dans le graphe G en énumérant tous ces chemins.






Chapitre 2

Systemes d’équations linéaires

Un probleme que nous rencontrons souvent est celui de déterminer les solutions
d’un systeme d’équations linéaires. Nous allons maintenant étudier ce probleme.

Définition 2.1. Un systeme de m équations linéaires a n inconnues : z1, o, ..., T,
est un systeme de la forme

a11r1 + a12T2 + -+ - + a1pxy = by

a1 1 + a2 + -+ - + a2, = by

()
Am1T1 + AmaX2 + - -+ AmnTy = by,

ou les nombres

ail, a2, ... Qip, b1
as, G2, ... G2, bo )
sont donnés
Gml, Qm2, .- Amn, bm
et 1, X2, ... x, désignent des inconnues du systeme d’équations. Il nous

faut déterminer les valeurs des inconnues qui font en sorte que les m équations
linéaires du systeme sont satisfaites simultanément. Nous disons alors que ces va-
leurs constituent une solution de ()

Exemple 2.1.
3r—y+2z2=14
(%) r+y—z=-5
3y —z= -8

23
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est un systeme de 3 équations linéaires a 3 inconnues : x,y, z. Pour ce systeme,
(z,y,z) = (1,—1,5) est une solution. En effet, nous avons

3(1) — (=1) +2(5) = 14
(%) (D +(-1)—(5)=-5
3(—1) — (5) = -8

Dans le cas présent, c’est la seule et unique solution. Nous verrons plus tard com-
ment obtenir toutes les solutions d’un tel systeme.

Définition 2.2. Le systeme d’équations linéaires (x) peut s’écrire sous une forme
matricielle de la facon suivante :

. - -
ail a2 e aij e A1n
a1 a2 ... a2; PN a9y, T bl
T b
(*/) 2 _ '2
[475] a;2 PN Q5 N Qin :
Tn, bm
[Adm1 Am2 ... (Gmj ... Gmn]
Sous cette forme, alors
all a2 e alj . A1n
any aso ... az; ... aon
A= ’
Qa1 a;i2 Qi Qin
_am1 aAm2 ... amj e amn_

est la matrice des coefficients du systéeme,

est la matrice des constantes du systéme, et finalement

T

T2
X =

Tn
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est la matrice des inconnues du systéme. Une solution du systtme AX = B est
une matrice X de format n x 1 tel que AXy) = B

Exemple 2.2. Si nous reprenons le systeme d’équations linéaires de I’exemple 2.1,
alors ce systéme devient sous forme matricielle :

3 -1 2 T 14
Q) 1 1 —-1| |yl =1]-5
0 3 -—-1]| |z -8
et la matrice
1
Xo=1|-1
5

est une solution de (©).

Définition 2.3. Soit un systeme d’équations linéaires AX = B, ou A est une
matrice de format m x n, B est une matrice de format m x 1 et X est une matrice
de format n x 1. Alors nous dirons que ce systeme est homogene si B est la matrice
nulle de format m x 1, c’est-a-dire B = 0y, x1.

Notre objectif est d’obtenir toutes les solutions du systtme AX = B. C’est ce
qui est le fait de résoudre le systeme AX = B. Il existe un algorithme pour obtenir
toutes ces solutions, ¢’est I’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan. Avant de
décrire cet algorithme de facon générale, nous allons I’illustrer dans un exemple
simple. Dans un premier temps, nous allons travailler qu’avec les équations, alors
que dans un deuxieme temps, nous allons travailler avec des matrices seulement. 11
est possible de voir la similarité entre les deux approches et se convaincre que les
matrices simplifient les calculs.

Exemple 2.3. Nous allons résoudre le systéme d’équations linéaires suivant
20 —y = —5
() { B
r+3y=28
En divisant la premiere équation par 2, nous obtenons le systeme
x—(1/2)y = —(5/2)
T+ 3y =38

Cette division ne modifie pas I’ensemble des solutions de (<»). De la premiere
équation, nous pouvons exprimer x en fonction de y et nous obtenons ainsi

z=(1/2)y — (5/2)
r+3y=28



26 CHAPITRE 2. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Nous pouvons maintenant éliminer I’inconnue x de la seconde équation en rem-
placant = par son expression obtenue de la premiere équation. Nous obtenons alors
que

r=(1/2)y - (5/2)

(1/2)y - (5/2) + 3y =8
Tout ceci est équivalent a
z=(1/2)y - (5/2)
(7/2)y =8+ (5/2) = 21/2

en additionnant les termes correspondants. Nous obtenons

x=(1/2)y - (5/2)
y=3

apres avoir divisé I’équation 2 par 7/2. Encore une fois les opérations précédentes
ne modifient pas I’ensemble des solutions de (). De la seconde équation nous
obtenons que y = 3 et en remplagant dans la premiere équation, nous obtenons

= (1/2)(3) - (5/2) = -1
y=3

etil y a une et une seule solution

HEE

Nous allons maintenant reprendre ce systéme mais en utilisant les matrices
cette fois. Nous débutons pour résoudre (<)) avec la matrice augmentée obtenue en
juxtaposant la matrice des constantes a la droite de la matrice des coefficients.

2 -1 =5
1 3 8
Nous pouvons diviser la premiere ligne par 2 et nous obtenons alors la matrice

1 —1/2 —5/2]
13 8

En soustrayant la premiere ligne de la deuxieme ligne, nous obtenons

1 —1/2 —-5/2]
0 7/2 21/2]
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et ensuite en divisant la deuxieme ligne par 7/2, nous obtenons

o Y]

Finalement en additionnant (1/2) fois la deuxiéme ligne a la premiere ligne, nous
obtenons

Ces opérations sur les lignes de la matrice augmentée sont équivalentes a celles
effectuées sur les équations ci-dessus. Elles ne modifient pas les solutions. La so-
lution est obtenue des entrées dans la colonne de droite.

2.1 Opérations élémentaires de lignes

Définition 2.4. Une opération élémentaire de lignes sur une matrice A consiste a
modifier la matrice A pour obtenir une nouvelle matrice A’ pour laquelle toutes les
lignes sont les mémes sauf une ou deux lignes. Il y a trois opérations élémentaires :

1. Remplacer une ligne par un multiple non nul de celle-ci, plus exactement
nous remplacons la i ®™ ligne L; par la 7 ®™ ligne L; multiplié par le sca-
laire o #~ 0. Nous noterons cette opération par L; +— «aL;.

2. Intervertir deux lignes, plus exactement nous intervertissons la 7 *™ ligne L;
etla j ™ ligne L ;- Nous noterons cette opération par L; <— L;.

3. Remplacer une ligne par cette ligne a laquelle nous avons ajouté un multiple
d’une autre ligne, plus exactement nous remplacons la i ™ ligne L; par la
somme de la 7 ™ ligne L; et de « fois la j ™ ligne L;, oui # j. Nous
noterons cette opération par L; <— L; + aL;.

Nous allons maintenant illustrer ces opérations dans un exemple en effectuant
une série d’opérations élémentaires de ligne
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Exemple 2.4.
01 3 1 10 -2 1 10 -2 1
2 3 5 1| 28 1o g3 5 1| 22l 3 9
10 -2 1 01 3 1 01 3 1
e L0 2 1] 10 -2 1 ]
— adi—J,0—
2 g 1 3 —1y3) BTl g 1 30 —1/3
01 3 1 00 0 4/3
e L0 2 1] 10 -2 0 ]
— —L-
S0 o1 3 —1/3] BERTIs g 1 30 —1/3
00 0 1 00 0 1
LL+(1/3)L10_20
+«—
21001 300
00 0 1

Notation 2.1. Etant donné un systéme de m équations linéaires avec n inconnues :
AX = B (sous forme matricielle)

ou A est la matrice de format m x n des coefficients, B est la matrice de format
m x 1 des constantes et X est la matrice de format n x 1 des inconnues, nous
pouvons former la matrice augmentée [A|B] du systeme de format m x (n + 1)
obtenue en juxtaposant la colonne B a la droite de la matrice A.

Exemple 2.5. Pour le systéme d’équations linéaires suivant

I

2 1 70 0
1 3 0 5| " =14/,
1 -2 5 1] || o
x4
A —~—~ B
X
la matrice augmentée sera
2 1 700
-1 3 0 5 4
1 -2 5 19

[AlB]

Proposition 2.1. Soit un systeme de m équations linéaires a n inconnues : AX =
B, sa matrice augmentée [A|B| et une matrice [A'| B'] obtenue de [A|B] apres une
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opération élémentaire de lignes, on A’ est la matrice de format m X n obtenue en
prenant la n premiéres colonnes de [A'|B’] et B est la matrice de format m x 1
obtenue en prenant la colonne la plus & droite de [A'|B']. Alors les solutions du
systéme d’équations linéaires AX = B sont les mémes que celles du nouveau
systéme d’équations linéaires A’X = B’.

Preuve. Pour vérifier cette proposition, il suffit de considérer individuellement
chacune des opérations élémentaires de ligne et vérifier que celle-ci ne modifie pas
I’ensemble des solutions. Cette preuve n’est pas tres difficile. Dans ce qui suivra,
nous ferons celle-ci dans le cas ol le systeme a deux équations et deux inconnues.
Le cas général est traité de facon similaire.

Considérons le systeme suivant :

a1x + ajpy = by

a21x + azy = by

Sous forme matricielle, nous avons

Nous formons la matrice augmentée du systeme

[A‘B]_[ZH a12 21:|
21 a2 by

Si nous effectuons maintenant I’opération élémentaire de lignes L +— oL,
ol & # 0, nous obtenons

A|B) = [au ay bﬂ Lic—al [aau aar abl]:[A’B’}
a1 a2 b a1 azx by

Il nous faut donc considérer les solutions du nouveau systeme

aa11T + aarey = aby
(o)

a1 + a2y = by
Maintenant si (g, yo) est une solution de (), alors

a11xo0 + a12yo = by

a21xo + ayo = ba
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En multipliant la premiere équation par «, nous obtenons les deux équations sui-
vantes
{ Qa1 + aajayo = ab1}

a1z + asyy = by

et (zo, yo) est une solution de (). Réciproquement si (z(, y;,) est une solution de

(&), alors

/ /
aa11x + aai2yyg = Oébl
/ / °
a1 Ty + a2y, = b2

Comme « # 0, nous pouvons diviser par «. En divisant la premiére équation par
« # 0, nous obtenons les deux équations suivantes

a1z + a2yy = by
a1 + asy) = by
et (x5, y() est une solution de ().

Si nous effectuons cette fois 1’opération élémentaire de lignes L; <— Lo,
nous obtenons

A|B] = [211 a2 21} Li¢+—Lo [am a22 22} —[4|B]
21 a2 by ann a2 by

Il nous faut donc considérer les solutions du nouveau systeme

&) { a1 + agy = 52}

anx + ajgy = by

L’opération a tout simplement intervertit les deux équations et clairement les solu-
tions de (#) et (') sont les mémes.

Si nous considérons I’opération élémentaire de ligne Ly <— Lo + aL1, nous
obtenons

[an a2 bl:| Lo+—La+als [ ain a2 b1 ]
s e,

a1 a2 b as + aayn  age + aaz by + aby
W '
[A]B] [A'|B']

Il nous faut donc considérer les solutions du nouveau systeme

(&) { an +ajgy = by }

(a21 + aair)x + (az + aar2)y = (ba + aby)



2.1. OPERATIONS ELEMENTAIRES DE LIGNES 31

Maintenant si (xo, yo) est une solution de (#), alors

a11zo + a12yo = b1

a21T0 + a22y0 = bo

En multipliant la premiére équation par « et en ajoutant le résultat a la seconde,
nous obtenons les deux équations suivantes

a11zo + a12yo = b1
(a21 + aarr)xo + (a2 + aa12)yo = (b + aby)

car nous avons en distribuant et en factorisant
(a21x0+a22y0)+a(a11xo+a12y0) = (a21 +aa11)xo+(a22+aa12)y0 = bo+aby.

De ceci, nous pouvons conclure que (g, yo) est une solution de (&'). Réciproque-
ment si (z(, y;,) est une solution de (&), alors

apw) + a2y, = by
(a21 + aarn)xy + (ag2 + aar2)yy = (by + aby)

En multipliant la premiére équation par —« et en ajoutant le résultat a la seconde,
nous obtenons les deux équations suivantes

/ /
anxy + anyy = b

/ /
a1 + a2y = b2

car nous avons en distribuant et en factorisant

((ag1 + aair)zg + (az2 + aar2)yy) — alanzg + a2yp)
= a21x6 + a22y6 = (bQ + Oébl) — aby; = bs.

De ceci, nous avons que (z, y(,) est une solution de (#).
O

Nous avons ainsi vu que les opérations élémentaires de ligne ne modifient pas
I’ensemble des solutions d’un systéme d’équations linéaires. Notre stratégie pour
résoudre le systeme d’équations linéaires AX = B est d’effectuer une série d’opé-
rations élémentaires de lignes en débutant avec la matrice augmentée [A|B] du
systéme

[A| B] ~ série d’opérations élémentaires de ligne ~~ [A'| B']
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pour obtenir ultimement une matrice augmentée [A’|B’] d’un systéme d’équations
linéaires A’X = B’ plus simple a résoudre.

Nous allons maintenant décrire dans la prochaine section les conditions sur la
matrice augmentée [A’| B'| qui font en sorte que le systtme A’ X = B’ est simple a
résoudre et nous montrerons qu’il est toujours possible d’obtenir une telle matrice
au moyen de I’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan.

2.2 Algorithme d’élimination de Gauss-Jordan

L’algorithme n’est pas seulement utile pour résoudre des systemes d’équations
linéaires. Il sera aussi utiliser pour déterminer si une matrice est inversible et cal-
culer son inverse, ainsi que pour le calcul du polyndme minimal d’une matrice
carrée. Il est donc trés important de bien comprendre cet algorithme de facon
générale.

Définition 2.5. Soit C' = [¢;;] une matrice quelconque de format m x n. (C
n’est pas nécessairement la matrice augmentée d’un systéme d’équations linéaires.)
Nous dirons que C' est une matrice réduite si elle satisfait les trois conditions sui-
vantes :

1. Toutes les lignes nulles sont en dessous des lignes non nulles de C'.

2. Dans chacune des lignes non nulles, la premiere entrée non nulle lorsque
nous lisons de la gauche vers la droite est 1. La colonne dans laquelle est
située ce premier 1 est appelée colonne pivot et ce premier 1 est appelé le 1
pivot de cette ligne non nulle.

3. Dans la colonne pivot d’une ligne non nulle, a I’exception du 1 pivot, toutes
les autres entrées sont nulles.

La matrice C' est dite réduite échelonnée si les colonnes pivots apparaissent
en plus en ordre croissant, c’est-a-dire si les lignes ¢ et ¢ 4+ 1 sont toutes les deux
non nulles et que j; et j;41 sont les colonnes pivots de ces deux lignes non nulles,
alors j; < jit1.

Exemple 2.6. Nous allons maintenant énumérer plusieurs matrices et indiquer si
elles sont réduites ou encore réduites échelonnées.
— La matrice
01 20 -1
10 3 0 6
0 001 5
0000 O

est réduite, mais elle n’est pas réduite échelonnée. Ses colonnes pivots sont
j1=2,50=1etjs =4.
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— La matrice
01504104
00013105
000O0O0O0T11
000 0O0OO0TO0OO© O
est réduite échelonnée. Ses colonnes pivots sont dans I’ordre j; = 2, jo =4
et js =17.
— La matrice
1 -1 2 0 4
0 0 1 0 5
0O 0 0 1 2

n’est pas réduite, parce que la condition 3 pour &tre réduite n’est pas vérifiée
pour la troisiéme colonne.
— La matrice

n’est pas réduite, parce que la condition 2 pour étre réduite n’est pas vérifiée
pour les lignes non nulles 2 et 3.

Nous voulons a partir d’une matrice C' obtenir une matrice réduite échelonnée
('’ ala suite d’une série d’ opérations élémentaires de ligne. Nous verrons plus tard
que peu importe la série d’opérations élémentaires de ligne effectuées nous obtien-
drons toujours la méme matrice réduite échelonnée C” lorsque nous commengons
avec la matrice C

Nous allons maintenant décrire 1’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan.

— FEtape 1 : S’il y a une entrée non nulle dans la premiére colonne, disons 2 la
ligne i, alors il faut effectuer I’opération élémentaire de ligne Ly <— L; de
facon a obtenir une entrée non nulle a la premiere ligne. Si toutes les entrées
de la premiere colonne sont nulles, il faut passer a la colonne 2 et ainsi de
suite jusqu’a ce qu’il y ait une colonne ayant une entrée non nulle et procéder
comme ci-dessus de fagcon a obtenir une entrée non nulle a la premiére ligne.

— Etape 2 : Si la premiére entrée non nulle de la ligne 1 est o # 0, alors il faut
effectuer 1’opération élémentaire de ligne L; «— «~'L; et nous aurons
ainsi que la premiere entrée non nulle de la premiere ligne sera 1. Ce sera le
1 pivot de la premiere ligne et la colonne pivot sera la colonne j.

— Etape 3 : 1l faut maintenant utiliser ce 1 pivot pour annuler toutes les autres
entrées non nulles dans la colonne pivot j; en effectuant des opérations élé-
mentaires de ligne de la forme L; <— L; — a;j, L1, ou a;;, est’entrée non
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nulle sur la ligne . Apres cette série d’opérations toutes les entrées sur la
colonne pivot j; seront nulles sauf pour ce qui est du 1 pivot.

— Etape 4 : 11 faut maintenant revenir a I’étape 1, mais cette fois en considérant
toutes les lignes sauf celles contenant un 1 pivot et a I’étape 3, il faut annuler
toutes les entrées d’une colonne pivot, celles au-dessus et en-dessous d’un
1 pivot. A la fin de tout ce processus, nous obtenons une matrice réduite
échelonnée.

Exemple 2.7. Nous allons illustrer cet algorithme d’élimination de Gauss-Jordan.

0 0 0 3 -3 0 002 4 1 1 0
0 2 4 1 1 0 0 0 0 3 -3 0
c=10 1 2 0o 1 ol 2= 1p 1 2 0 1 o0
0 2 4 1 1 1 0 2 4 1 1 1
0 -2 —4 1 =3 0 0 -2 —4 1 -3 0
0 1 2 1/2 1/2 0]
ey, |00 03 =30
WM 1 2 0 10
0 2 4 1 1 1
0 -2 -4 1 -3 0
b [0 2 12 17200
e (o003 =0
Lot Bat2EL g g 0 —1/2 1/2 0
000 0 0 1
000 2 -2 0
01 2 1/2 1/2 0
ey, 000 110
U020 g 0 0 —1/2 1/2 0
000 0 0 1
000 2 -2 0
hvef—(yzr2 [001 20 1 0 0120 1 0
Lse—Ls+(1/222 [0 0 0 1 —1 0 0001 -1 0
Loemls=212 g 000 0 o == 10 000 0 1
0000 0 1 0000 0 0
0000 0 0 0000 0 0

Cette derniére matrice est I’'unique matrice réduite échelonnée C'.

Remarque 2.1. Nous verrons plus tard que si nous effectuons une série d’opé-
rations élémentaires débutant avec la matrice C et se terminant par une matrice
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réduite échelonnée C1 :
C ~ série d’opérations élémentaires de ligne ~~ C

et une autre série d’opérations élementaires débutant aussi avec la matrice C' et se
terminant par une matrice réduite échelonnée C5 :

C ~ série d’opérations élémentaires de ligne ~» Cy,

alors C'; = Cs. La preuve de ceci fait appel aux notions de combinaison linéaire de
vecteurs et de base d’espace linéaire. Nous étudierons ces notions plus tard. Pour
I’instant, nous allons accepter ce résultat d’unicité de matrice réduite échelonnée.

Définition 2.6. Etant donné une matrice C' et I’unique matrice réduite échelonnée
(' obtenue de C apres une série d’opérations élementaires débutant avec la matrice
C:

C ~ série d’opérations élémentaires de ligne ~ C’

alors le rang de C noté rg(C') est le nombre de lignes non nulles de C’ ou encore
le nombre de 1 pivots. Comme C” est unique, le rang est bien défini.

Exemple 2.8. Sinous reprenons la matrice C' de I’exemple 2.7, alors I’unique ma-
trice réduite échelonnée C’ obtenue de C' apres une série d’opérations élementaires
débutant avec la matrice C' est

C' =

o O O O O
o O O o
O O O O N
o O O~ O
o o O

O O = OO

Celle-ci a trois lignes non nulles. Conséquemment le rang de C est

0 0 0 3 -3 0
0 2 4 1 1 0
rg 0 1 2 0 1 0 =3
0o 2 4 1 1 1
0 -2 -4 1 -3 0

2.3 Solutions d’un systeme d’équations linéaires

Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour déterminer la solution gé-
nérale d’un systeme d’équations linéaires.
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Considérons le systeme d’équations linéaires

AX =B (%)
ol
— A est la matrice des coefficients du systéme et est une matrice de format
m X n;
— B est la matrice des constantes du systéme et est une matrice de format
mx1;
— X est la matrice des inconnues et est une matrice de format n x 1.
Dans ce systeme, il y a m équations linéaires avec n inconnues. Pour résoudre (),
nous formons la matrice augmentée [A|B] du systeme () et ensuite nous utilisons
I’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan

[A| B] ~ opérations élémentaires de ligne ~ [A’| B']

pour obtenir 'unique matrice réduite échelonnée [A’| B']. Nous pouvons mainte-
nant décrire I’ensemble des solutions de (). C’est ce qui est fait dans la proposition
suivante :

Proposition 2.2. (a) Sile rang rg(A) (c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles
de A') est strictement plus petit que le rang rg([A|B]) ¢’est-a-dire le nombre
de lignes non nulles de [A’| B'], alors le systéme AX = B n’a aucune solution.
Dans ce cas, nous dirons que le systéme (*) est inconsistant.

(b) Sile rang rg(A) (c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles de A’) est égal
au rang rg([A|B]) (c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles de [A’|B']) et
est aussi égal au nombre d’inconnues n, alors le systtme AX = B a une et
une seule solution. Nous obtenons facilement cette unique solution du systeme
AX=DPB.

(c) Silerangrg(A) (c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles de A’) est égal au
rang rg([A|B]) (c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles de [A’'| B']) et est
strictement inférieur au nombre d’inconnues n, alors le systtme AX = B a
une infinité de solutions. Ces solutions peuvent étre obtenues de A’X = B’ en
séparant les inconnues en deux types : les inconnues ne correspondant pas aux
colonnes pivots comme étant des variables libres et les autres inconnues, celles
correspondant aux colonnes pivots comme étant des variables dépendantes.
En utilisant le systtme A'’X = B’, nous pouvons exprimer les variables dé-
pendantes en fonction des variables libres et il est alors possible d’écrire la
solution générale en fonction des variables libres seulement.
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Preuve. (a) Dans ce cas, parce que le rang rg(A) est strictement plus petit que le
rang rg([A|B]), ceci signifie que la matrice réduite échelonnée

[0 0 1 0 0 ... 0]

0 0 0 1 0 . 0

0 0 0 0 1 . 0

[A’|B'] sera de la forme 0 0 0 0
0 0 0 1

f 0 0 0 0

0 0 0 0 0 ... 0

¢’est-a-dire que la derniere ligne non nulle de la matrice [A’| B’] a comme colonne
pivot : la derniere colonne de [A’|B'], ¢’est-a-dire B’. Si nous considérons mainte-
nant le systéme d’équations linéaires A’X = B’. Ce systéme a le méme ensemble
de solutions que le systtme AX = B. De plus une de ces équations, celle corres-
pondant a la derniére ligne non nulle sera 0 = 1. Ceci est impossible et il n’y a
donc aucune solution.

(b) Dans ce cas, parce que le rang rg(A) est égal au rang rg([A|B]) et ces deux
rangs sont égaux au nombre d’inconnues n, ceci signifie que la matrice réduite
échelonnée

[1 0 0 b]

1 0 0 o

00 0 0 :

1 0 b

[A’| B'] sera de la forme : :
00 ... 0 1 b

00 ... 0 0
0 0 0 0 0]

Si nous considérons maintenant le systtme d’équations linéaires A’X = B’. Ce
systeme a le méme ensemble de solutions que le systtme AX = B. Il est aussi
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égal a
r1 = bll
x9 = bl
(+) :
T, = b,
0=0
0=0

Donc la solution est unique et est obtenue de A’X = B'.

(c) Dans ce cas, parce que le rang rg(A) est égal au rang rg([A|B]) et ces
deux rangs sont strictement inférieurs au nombre d’inconnues n, ceci signifie que
la matrice réduite échelonnée

0 0 1 0 0 ... o]
0 0 0 1 0 ... b
[A’|B] sera de la forme | : 0 0 0 b
00 0 0 1.
i 0 0 0 0

Si nous considérons maintenant le systtme d’équations linéaires A’X = B’. Ce
systetme a le méme ensemble de solutions que le systtme AX = B. De plus a
chacune des lignes non nulles de [A’|B’], disons la ligne i, nous obtenons une
équation de la forme

z;, + équations linéaires ne contenant que des variables libres = b;

ou j; est la colonne pivot de la ligne non nulle 7. Nous pouvons donc exprimer les
variables dépendantes en fonction des variables libres et il y a une infinité de solu-
tions, une pour chacune des valeurs numériques possibles attribuées aux variables
libres. O

Nous allons maintenant illustrer la proposition 2.2 dans plusieurs exemples.
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Exemple 2.9. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant

T, + 3x0 + 223 + 24 = 10
—T1 — 21‘2 - 3CL‘3 — X4 = =7
(%)

2090 —x3+ 14 =8
1+ 3xo + 223 + 224 = 12

Sous forme matricielle, nous avons

1 3 2 17 [z 10

—1 =2 =3 -1 |za| |7

0 2 -1 1] |as] |38

1 3 2 2| | 12
~——

A B

Nous formons la matrice augmentée [A|B] et ensuite nous appliquons 1’algorithme
de Gauss-Jordan a cette matrice pour obtenir une matrice réduite échelonnée.

13 2 1 1w0), 13 2 1 107
|1 -2 -3 -1 —7| eI, |01 -1 0 3
[A|B] = 0 2 -1 1 8 1o 2 -1 1 8
1 3 2 2 12 00 0 1 2
e, L0511 100 4 9]
«—L1— «—Li—
Iy—lg—2[2 |0 1 =1 0 3| Lye—Intis |0 1 0 1 5
"loo 1 1 2 "loo1 1 2
00 0 1 2 000 1 2]
LL1<—LL1+4LL44 (1 0 0 0 —1]
270 o100 3
0010 0
000 1 2]

Cette derniere matrice est réduite échelonnée et nous avons

0 0-1
03
00

1 2

S——
A’ B’

S = O

Dans ce cas, nous avons que le rang rg(A) de A est 4, le rang rg([A|B]) de [A|B]
est 4 et le nombre d’inconnues est aussi 4. Nous sommes donc dans la situation (b)
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de la proposition 2.2. I y a donc une et une seule solution du systeéme (x). Pour
obtenir cette solution, il nous faut considérer le systtme A’X = B’. Nous avons
ainsi I’'unique solution

xT1 1 0 0 O T -1
xI9 . 01 00 i) . 3
zz| |0 0 1 O |z3| | O
T4 0 0 0 1] |24 2

Exemple 2.10. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant

T3 —3xy = —13
T1+ 202+ 74 =06
2x1 + 4xo — 3wz + 11lxy = 51
—3x1 — 6x9 + x3 — 624 = —31

(%)

Sous forme matricielle, nous avons

0 O 1 =3| [z —-13

1 2 0 1| |x| |6

2 4 =3 11| |z3| | 51

-3 -6 1 —6] |24 -31
~~ SN——
A B

Nous formons la matrice augmentée [A|B] et ensuite nous appliquons 1’algorithme
de Gauss-Jordan a cette matrice pour obtenir une matrice réduite échelonnée.

0 O 1 -3 -13 1 2 0 1 6
1 2 0 1 6 Li¢—Lo 0 0 1 -3 -13

[A|B] = 2 4 -3 11 51 2 4 -3 11 51
-3 -6 1 -6 =31 -3 -6 1 -6 =31

Ls+—L3—2L1 12 0 1 6 Ls<+—L3+3L2 120 1 6
Li+—ILs+301 [0 O 1 =3 —-13| Ly+—1I,-12 |0 0O 1 -3 -—-13

0 0 -3 9 39 0 00 O 0

0O o0 1 -3 —-13 0 00 O 0

Cette derniere matrice est réduite échelonnée et nous avons

1 20 1 6

0 01 -3-13
000 0 O
000 0 O
—_————

A’ B’
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Dans ce cas, nous avons que le rang rg(A) de A est 2, le rang rg([A|B]) de [A|B]
est aussi égal a 2 et le nombre d’inconnues est 4. Nous sommes donc dans la si-
tuation (c) de la proposition 2.2. Il y a une infinité de solutions au systeme ().
Les premiere et troisieéme colonnes sont les colonnes pivots et conséquemment les
inconnues x; et x3 sont les variables dépendantes, Les autres inconnues x2 et x4
sont les variables libres. Si nous écrivons le systtme A’X = B’, nous obtenons

120 17 [n 6
00 1 —=3| |za| [-13
000 0flaz] |0
000 0] | 0

c’est-a-dire
1+ 229 +24 =06

r3 —3xy = —13
0=0
0=0
Nous pouvons exprimer les variables dépendantes en fonction des variables libres
r1 =6 —2x9 — 24
{ r3 = —13 + 3x4

(+')

La solution générale du systeme () est alors

T 6 — 210 — x4
Z2 Z2 N
X = = , ol xg, x4 sont des nombres quelconques
T3 —13 + 324
X4 T4

Comme x2, x4 peuvent prendre n’importe quelle valeur, il y a une infinité de solu-
tions. Nous pouvons constater qu’il s’agit bien de solutions de () en remplagant
dans les équations et en constatant que celles-ci sont toutes vérifiées. En effet,
(=13 + 3x4) — 324 = —13
(6 —2x9 —x4)+ 200+ 24=06
2(6 — 2x9 — my) + 4dxg — 3(—13 + 3x4) + 1124 = 51
—3(6 — 2xg — x4) — 69 + (—13 + 3z4) — 624 = —31

(%)

Exemple 2.11. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant
201 —x0 =1
(%) 3x1 + 3z = —1
—2z1+ 22 =4
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Sous forme matricielle, nous avons

2 1] 1
3 3 L}] = |1
2 1 2 4

———— N——
A B

Nous formons la matrice augmentée [A|B] et ensuite nous appliquons 1’algorithme
de Gauss-Jordan a cette matrice pour obtenir une matrice réduite échelonnée.

2 1 1 1 —1/2 1/2
AB| = |3 3 -—1| L@, 3 3 —1
2 1 4 21
b [0 0] meeme { 1/2 _15//29
0 0 5
Li<—L1+(1/2)L2 é &) _25//99 L3<+—(1/5)L é (1) _25//99
00 5 00 1
Li+—L1—(2/9L3 [1 0 0
La—La=(/913, | 1 ¢
0 0 1

Cette derniere matrice est réduite échelonnée et nous avons

Dans ce cas, nous avons que le rang rg(A) de A est 2 et le rang rg([A|B]) de
[A|B] est égal a 3. Comme ces deux rangs sont distincts, nous sommes donc dans
la situation (a) de la proposition 2.2 et le systeéme () n’a pas de solutions. Il est
inconsistant.

Il est facile de vérifier que (*) n’a pas de solution. En effet, une solution de
AX = B sera aussi une solution de A’X = B’. Mais si nous écrivons A’X = B/,

nous obtenons
0 0
1 [wl} =10
0] L2 1

S O =
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c’est-a-dire

z1 =0
(+') z3 =0
0=1

Mais cette dernicre équation est impossible.

Rappelons la définition 2.3. Un systeéme de m équations linéaires AX = B
avec n inconnues est dit étre homogene si et seulement si B est la matrice nulle
B = 0,,x1, c’est-a-dire que toutes les entrées de B sont nulles.

Remarque 2.2. Tout systtme homogene d’équations linéaires AX = 0, a tou-
jours la solution nulle X = 0,,x1 parmi ses solutions. Cette solution X = 0, est
appelée la solution triviale du systéme homogene. En effet, A0, x1 = 0,;,x1. Pour
de tels systeémes, il n’y a que les possibilités (b) et (c) dans la proposition 2.2 qui
peuvent se produire. En effet, comme il y a toujours au moins une solution, le cas
(a) ne peut pas de produire pour les systemes homogenes.

Conséquemment nous obtenons facilement le corollaire suivant a la proposi-
tion 2.2.

Corollaire 2.1. Soit un systeme homogéne de m équations linéaires AX = 0,x1
avec n inconnues

(a) Sile rang rg(A) (c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles de A’) est égal
au nombre d’inconnues n, alors le systtme AX = 0,,x1 a une et une seule
solution : la solution triviale X = 0y, 1.

(b) Si le rang rg(A) (c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles de A’) est stric-
tement inférieur au nombre d’inconnues n, alors le systéme homogéne AX =
Omx1 a une infinité de solutions. Ces solutions peuvent étre obtenues de A’X =
Omx1 en séparant les inconnues en deux types : les inconnues ne correspon-
dant pas aux colonnes pivots comme étant des variables libres et les autres in-
connues, celles correspondant aux colonnes pivots comme étant des variables
dépendantes. En utilisant le systeme A’ X = 0,1, hous pouvons exprimer les
variables dépendantes en fonction des variables libres et il est alors possible
d’écrire la solution générale en fonction des variables libres seulement.

Nous allons maintenant illustrer ce corollaire dans des exemples.
Exemple 2.12. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant
201 4+ 2190 —x3+ 314 =0
33 — 914 =0
4dx1 +4xo 4+ 323 — 924 =0

—x1 — To 4+ 2x3 — 624 =0

(%)
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Sous forme matricielle, nous avons

2 2 -1 37 [m 0
0 0 3 —9| |z |0
4 4 3 —9| |as| |0
1 -1 2 —6] |ay 0
-~
A B

Nous procédons comme dans le cas non homogene. Nous formons la matrice aug-
mentée [A|0,,,x1] et ensuite nous appliquons 1’algorithme de Gauss-Jordan a cette
matrice pour obtenir une matrice réduite échelonnée.

2 2 -1 3 0 1 1 —-1/2 3/2 0
10 0 3 =9 0| Li«—@/2)L, 0 0 3 -9 0
[Al0] = 4 4 3 -9 0 4 4 3 -9 0
-1 -1 2 -6 0 -1 -1 2 -6 0
11 -1/2 3/2 0
L3<—L374L1
Ly«—Ls+L1 [0 O 3 -9 0
0 O 5 —-15 0
00 3/2 -9/2 0
L L1+(1/2)L2
11 -1/2 3/2 0] bbb UBI2 1 0 000
Lo+—(1/3)Lz [0 O 1 -3 0| Ly+—L4—3/2)L2 |0 0 1 =3 O
0 0 5 —-15 0 0O 00 0 O
0 0 3/2 -9/2 0 0O 00 0 O
Cette derniere matrice est réduite échelonnée et nous avons
11 0 00
0 01 =30
0O 00 0 O
0O 00 0 O
e —
A’ B’

Dans ce cas, nous avons que le rang rg(A) de A est 2 et le nombre d’inconnues est
4. Donc il y a une infinité de solutions. Les premiere et troisieme colonnes sont les
colonnes pivots et conséquemment les inconnues x; et x3 sont les variables dépen-
dantes. Les autres inconnues x5 et x4 sont les variables libres. Si nous écrivons le
systtme A’X = B’, nous obtenons

110 0] [x 0
00 1 =3| x| |0
000 0f as| |0
000 0] | 0
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c’est-a-dire

x1+332:0

, l‘3—3$4:0
*

(+) 0-0

0=0

Nous pouvons exprimer les variables dépendantes en fonction des variables libres

Tl = —X9
T3 = 324

La solution générale du systeme () est alors

x1 —Z2
Z2 T2 N
X = = , ol xa, x4 sont des nombres quelconques.
T3 3x4
Xq Ty

Comme x9, x4 peuvent prendre n’importe quelle valeur, il y a une infinité de solu-
tions. Il s’agit bien de solutions de (x). Il suffit de remplager dans les équations et
en constatant que celles-ci sont toutes vérifiées. En effet,

2(—x2) + 229 — (324) + 324 =0

3(3x4) — 924 =
(*) A(—2) + 4aa + 3(324) — 924 = 0
—(—x2) —x2 +2(3x4) — 624 =0

Exemple 2.13. Résoudre le systeme d’équations linéaires suivant

de+y—2=0
(%) —2r+4y+32=0
—r+y+2=0

Sous forme matricielle, nous avons
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Nous procédons comme dans le cas non homogene. Nous formons la matrice aug-
mentée [A|0,,x1] et ensuite nous appliquons 1’algorithme de Gauss-Jordan a cette
matrice pour obtenir une matrice réduite échelonnée.

4 1 -1 0 11 1 0
[Alo)=|-2 4 3 ol &Il 2 4 3 0
11 1 0 4 1 -1 0

1 -1 —1 0| Le¢—ILo+211 |1 —1 —1 0

Li+——11 _2 4 3 0 Lg+—L4—4L1 0 2 1 0

1 0 0 5 3 0

e ! 1 0] D412 [1 0 —1/2 0

- 1 I

2 0 1/2 0| L=l g 1 172 0

0 0 00 1/2 0

e L0 V2 ] B 00

Lo @ls g qyp o L2l UR G g g

00 1 0 0010

Cette derniere matrice est réduite échelonnée et nous avons

1 000
01 00
0010
S——
A’ B’

Dans ce cas, nous avons que le rang 7g(A) de A est 3 et est égal au nombre d’in-
connues. Il y a donc une et une seule solution du systeéme (), la solution triviale

0
X = =10
0

[SEINSIE

2.4 Interpolation d’une fonction

Pour terminer ce chapitre, nous allons présenter une application de la résolu-
tion de systeme d’équations linéaires : 1’interpolation d’une fonction d’une seule
variable par un polyndme.

Il arrive parfois que nous connaissions les valeurs d’une fonction d’une fonc-
tion qu’a un nombre fini de points et nous voulons évaluer cette fonction entre ces
points, c’est ce qui est appelé interpoler la fonction. Rien nous indique que la
valeur interpolée est égale a celle de la fonction, mais si la fonction n’est pas trop
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mauvaise, la valeur interpolée est approximativement égale a celle de la fonction. 11
est aussi souvent possible de majorer I’erreur entre les valeurs interpolée et exacte
de la fonction. Nous allons maintenant seulement décrire comment nous pouvons
effectuer cette interpolation polynomiale au moyen d’un systeéme d’équations li-
néaires.

Etant donné une fonction f(x) pour laquelle nous connaissons n 4 1 valeurs :
f(xo), f(x1), f(x2),..., f(xy) aux (n + 1) points distincts : g, 1,22, - - ., Tp,
nous cherchons a déterminer un polynéme P(x) = ag + a1z + agz® + - - - + a,a"
de degré n pour lequel P(xo) = f(xo), P(x1) = f(x1),..., P(zn) = f(zn).
Une fois ce polyndme P(z) obtenu, nous pouvons interpoler la fonction f(x) au
point x = « par P(«). Nous voulons donc déterminer les (n + 1) coefficients ag,
ai, .. .,an tels que

aop + ar1zo + CLQZ'% + -+ apzy = f(x0)

ap +arx1 + agx% + - Fapal = f(xr)

()
aop + a1y, + agx% + - Fapzy = f(x0)

Il s’agit d’un systeme de (n + 1) equations linéaires avec (n + 1) inconnues : ag,
ai,...,an, les coefficients du polyndme P(x). Il est possible de montrer, parce
que les (n + 1) points xg, x1, T2, . . ., T, sont distincts, que le systeme (#) a une
et une seule solution. Nous allons pour I’instant accepter ce résultat.

Nous allons maintenant illustrer ce processus d’interpolation.

Exemple 2.14. Supposons que nous avons une fonction f(z) telle que f(0) = 1,
£(0,25) = 0,9689, £(0,50) = 0,8776 et f(0,75) = 0,7317. Ici f(x) = cos(z),
ou x est mesuré en radian. Nous allons cependant ignorer cette information et nous
aimerions évaluer approximativement f(0,4). Il nous faut donc déterminer un po-
lyndme de degré 3 : P(x) = a + bx + cx? + dx tel que

P(0) = f(0) =1;
P(0,25) = £(0,25) = 0,9689;
P(0,5) = f(0,5) = 0,8776;
P(0,75) = £(0,75) = 0,7317.

Nous pouvons réécrire ces 4 égalités en utilisant le fait que P(x) = a+ bx + ca?® +
dx3. Nous obtenons alors un systéeme de 4 équations linéaires avec 4 inconnues :
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a,b,c,d:
a=1
a+b(0,25) + ¢(0,25)? + d(0,25) = 0,9689
a+(0,5) 4 ¢(0,5)* 4 d(0,5)% = 0,8776
a + b(0,75) + ¢(0,75)% 4 d(0,75)% = 0,7317

(®)

Sous forme matricielle, ce systeme devient

1 0 0 0 a 1
1 (0,25) (0,25)% (0,25)3| |b| _ |0,9689
1 (0,5) (0,52 (053] |c 0,8776
1 (0,75) (0,75)2 (0,75)3] |d 0,7317

Nous ne ferons pas les calculs de 1’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan, mais
nous obtenons en arrondissant que

¢ 1
b est approximativement égal a 0,003 466 667
° 7 s —0,5264

d 0,059 733 333

Pour terminer si nous voulons interpoler la valeur f(0,4), il nous faudrait évaluer
P(x) =14 0,003 466 6672 — 0,52642° + 0,059 733 333>
a 0,4. Si nous faisons ceci, alors

P(0,4) = 1+ 0,003 466 667(0,4) — 0,5264(0,4)> + 0,059 733 333(0,4)*
= 0,920 985 6.

Noter que la valeur exacte est f(0,4) = cos(0,4) = 0,921 060 994. Nous voyons
que P(0,4) ~ £(0,4). L’erreur est de I’ordre de 1073.

2.5 Exercices

Exercice 2.1. Pour chacune des matrices suivantes, indiquer si elle est réduite,
réduite échelonnée.

(@)
01 -2 004 90
00 0102 57
00 0031 -7 4
00 00O0O0O 00
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(b)
01 -4 00 5 2 0
10 010 6 2 0
00 001 -2 10 0
00 00O 0 0 1
(©
1 2010 -2 0 8
00110 11 0 2
00001 —20 4
00000 0109

Exercice 2.2. Pour chacune des matrices suivantes, effectuer une série d’opéra-
tions élémentaires de ligne pour obtenir a la suite de celles-ci une matrice réduite
échelonnée et de plus indiquer son rang. Il faut utiliser I’algorithme de Gauss-
Jordan.

(a)

W = = N
W = =N

12 -1

(b)

N = NN O
|
O = =
|
—
[N
|
ot W
—
o W
_ O = W

(c)

O N ==

SO = W N
N = = O =
= W Ot =W

Exercice 2.3. Résoudre chacun des systemes d’équations linéaires suivants :

(a)

1 -1 —1 1] [z 8
—1 2 —4 3| |z| |1
12 10| |zz| |0
0 1 —1 1] |ay 4
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(b)
29 92 -1 —7 3] [ 10
00 5 15 —1| |ao ~16
11 2 4 —1| |as| =] -5
33 -1 =9 2| | 11
00 3 9 —4| |z ~13
(© i
1 -2 1 —1] [z -1
2 —4 -1 4| x| | 4
1 -2 3 —5| |as| ~ -1
0 0 2 —4| |z -5
@ ]
9 -3 -8 1 -8 |™ 10
T2
1 -5 —11 -1 —13 |10
1 0 -1 6 —5| | |-2
3 -1 -5 0 o |™ 13
| L5

Exercice 2.4. Soit une fonction f(z) telle que ses valeurs aux points 0, 1, 2 et 3
sont les suivantes :

(a) Déterminer I’unique polyndéme d’interpolation
P(z) =ag+ a1z + asx? + asx

de degré 3 tel que



Chapitre 3

Inversion de matrices

Dans ce chapitre, nous allons premierement décrire un algorithme qui nous
permet de déterminer si une matrice carrée est inversible et si elle I’est, quel est son
inverse. Cet algorithme se fonde sur le fait qu'une opération élémentaire de ligne
est tout simplement équivalent a multiplier a gauche par une matrice. Une fois cette
observation faite, nous décrirons I’algorithme et le démontrerons. Ensuite nous
verrons une application de I’inverse en analyse intersectorielle. Nous terminerons
le chapitre avec une autre approche pour le calcul de I’inverse d’une matrice carrée
au moyen de son polyndme minimal.

3.1 Matrices élémentaires

Il nous faudra faire deux observations sur les opérations élémentaires de ligne,
la premiere concerne un lien entre ces opérations et la multiplication a gauche,
alors que la seconde porte sur I’inversibilité de ces opérations.

Définition 3.1. Etant donné une opération élémentaire de ligne Op, alors la ma-
trice élémentaire d’ordre m associée a cette opération est la matrice carrée d’ordre
m obtenue a partir de la matrice identité I,,, en effectuant cette opération. Nous no-
terons par E,,,(Op) : cette matrice élémentaire. Nous avons donc

I, % Em(Op)

Nous avons illustré cette notion ci-dessous.

Exemple 3.1. — La matrice élémentaire d’ordre 4 associée a 1’opération élé-

51
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mentaire de ligne Lg <— L3 + 2L est

1 0 0 O
01 0 0
0 0 0 1
parce que
1 0 0O 1 0 0O
. 0 1 0 0| Lse—I35+2L; |0 1 0 O B
= 00 1 0 _ 290 1 0 —E4(L3%L3+2L1).
0 0 01 0 0 0 1

— La matrice élémentaire d’ordre 3 associée a I’opération élémentaire de ligne
Ly <— Lgest

E3(L1 «— Lg) =

= o O
O = O

1
0
0
parce que

Li<—L3

100 00 1
Is=10 1 o] =22 10 1 0| = E5(Ly +— Ls).
00 1 100

— La matrice élémentaire d’ordre 4 associée a 1’opération élémentaire de ligne
L3 +— 5L3est

1000

0100

E4(L3F5L3)_0050

000 1

parce que

100 0 100 0

01 0 0f Leeszs |01 0 0]
L=10 01 0 0 0 5 of =Falls<—5Ls).

000 1 000 1

Nous pouvons maintenant décrire le lien entre 1’action d’opérations élémen-
taires de ligne sur une matrice et la multiplication a gauche par des matrices élé-
mentaires sur cette méme matrice.
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Proposition 3.1. Soit une matrice C de format m x n et C' la matrice obtenue de
C a la suite de I’opération élémentaire de ligne Op, c’est-a-dire

o2 o

alors
C' = E,,(Op)C.

Ainsi C' est obtenue en multipliant C' a gauche par la matrice élémentaire E,,(Op).

Preuve. 11 suffit de vérifier ceci pour chacune des opérations élémentaires de ligne.
Cette vérification est facile. Nous allons plut6t illustrer ceci par quelques exemples.
O

Exemple 3.2. Soit la matrice C' de format 3 x 4 suivante :

2 -1 30
1 -4 0 2
0 -1 2 2

— Sinous considérons I’ opération élémentaire de ligne L3 «— L3+2Lo, alors
nous aurons

29 —1 3 0 29 -1 3 0
C=1|1 -4 o 2| fz=tst2la |y 4 o 9| = ¢
0 -1 2 2 2 -9 2 6

Dans ce cas, la matrice élémentaire correspondante est

1 00
Eg(Lg +— L3+ 2L2) =10 1 0
0 2 1

et nous avons que

1 0 0ff2 -1 3 O
E3(L3<—L3—|—2L2)C: 010 1 -4 0 2
0 2 1] [0 -1 2 2
[2 -1 3 0
=1 -4 0 2| =C
2 -9 2 6
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— Si nous considérons I’opération élémentaire de ligne L; <— L3, alors nous

aurons
29 —-1 3 0 0 -1 2 2
C=11 -4 0 2| =5 11 4 o 2| =¢”
0 -1 2 2 2 -1 3 0

Dans ce cas, la matrice élémentaire correspondante est
0 01
Es(Li+— L3)=10 1 0
100

et nous avons que

00 112 -1 3 O
Es(Ly+— L3)C=10 1 0| (1 -4 0 2
10 00 -1 2 2
0 -1 2 2
=1 -4 0 2| =C"
2 -1 3 0
— Sinous considérons I’opération élémentaire de ligne Lo <— 3 Lo, alors nous
aurons
2 -1 3 0 2 -1 3 0
C=11 -4 0 2| 23213 12 0 6| ="
0 -1 2 2 0 -1 2 2

Dans ce cas, la matrice élémentaire correspondante est

E3(L2 — 3L2) =

S O =

0 0
3 0
01
et nous avons que

E3(L2 — 3L2)C =

cwn oo~
|
—_
)
o
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11 nous faut maintenant noter une seconde observation.

Proposition 3.2. Soit E = E,,,(Op), la matrice élémentaire d’ordre m associée
a lopération élémentaire de ligne Op. Alors la matrice E est inversible et son in-
verse E1 est la matrice élémentaire d’ordre m associée a I’ opération élémentaire
de ligne Op~! inverse de Op énumérée dans le tableau ci-dessous

Op Op1
L'i — Lj Ll — Lj
L; <— cL; avecc 75 0 L; +— C_lLZ'
LZ-<—Li+chaveci7éj Li%Li—CLj

Preuve. 11 suffit de vérifier ceci pour chacune des opérations élémentaires de ligne.
Cette vérification est facile. Nous allons plut6t illustrer ceci par quelques exemples.
O

Exemple 3.3. Considérons la matrice élémentaire £ = Fs3(Op) d’ordre 3 asso-
ciée a I’opération élémentaire de ligne Op. Alors nous allons calculer ci-dessous
celle-ci pour différentes opérations Op, ainsi que la matrice élémentaire E3(Op~1)
d’ordre 3 associée a I’opération élémentaire de ligne Op inverse et nous allons vé-
rifier que E3(Op~!) est bien I'inverse de E3(Op), ¢’est-a-dire que
E3(Op)E3(Op™") = E3(Op™ ") E3(Op) = I.

— Si Opest’opération Ly <— 4Ls3, alors I’opération inverse Op~!

ration L3 <— (1/4) L3 et nous obtenons

sera |’ opé-

100 10 0
E3(Op)=10 1 0| et FE3OpH=101 0
00 4 0 0 (1/4)

Nous obtenons facilement que

10010 o0 10 07[to0o0 100
o10/lo1 o l]=lo1 o]lo1o]l=|010
00 4] [0 0 (1/4) 00 (1/4)] [0 0 4 00 1

— Si Opest’opération L3 <— Ls — 2L, alors I’opération inverse (91071 sera
I’opération L3 <— L3 + 2L, et nous obtenons

100 100
E3(Op)=1| 0 1 0| e E3OpH=101 0
-2 0 1 2 0 1
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Nous obtenons facilement que
1 0 0|1 0O 1 00 1 00 1 00
01 0[]0 1 0)]=1]0 10 01 0f=1(0 10
-2 0 112 0 1 2 0 1] |1-2 01 0 01

— Si Opest’opération L; <— L3, alors I’opération inverse Op !

ration Ly <— L3 et nous obtenons

sera I’ opé-

0 01 0 01
E3(Op)=10 1 0| et FE30pH=101 0
100 1 00
Nous obtenons facilement que
0 0 1{|0 0 1 1 00
01 0[]0 1 0)]=1]0 10
1 0 0]1 0O 0 0 1

3.2 Inversion de matrices

Nous avons maintenant tout ce qu’il nous faut pour énoncer I’algorithme qui
nous permet de déterminer si une matrice carrée est inversible et calculer son in-
verse, ainsi que démontrer la validité de cet algorithme.

Proposition 3.3. Soit une matrice carrée A de format n x n. Considérons la ma-
trice augmentée [A|I,,] de format n x 2n obtenue en juxtaposant la matrice identité
I, a la droite de A et notons par [A’| B'] : 'unique matrice réduite échelonnée ob-
tenue de [A|L,] aprés une série d’opérations élementaires

[A|L,] ~ série d’opérations élémentaires de ligne ~ [A’|B']

ou A est la matrice consistant des n colonnes le plus a gauche de [A’'|B'] et B’ est
la matrice consistant des n colonnes le plus a droite de [A’| B'].

(a) Si A’ = I,,, alors la matrice A est inversible et son inverse A~ ! est A= = B'.
(b) Si A" # I, alors la matrice A n’est pas inversible.

Preuve. L’algorithme consiste a effectuer une série d’opérations élémentaires de
ligne a partir de la matrice augmentée [A|I,,]. Disons k opérations élémentaires.

O O O O
[A|L,,] = [Ag, By] == [A1|B1] =25 [Ag|Ba] =22 ... =25 [A4|Bi] = [4'|B']
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Notons par E; : la matrice élémentaire d’ordre n associée a I’opération élémentaire
de ligne Op;. Comme conséquence de la proposition 3.1, nous avons que les opé-
rations élémentaires de ligne correspondent a multiplier a gauche par une matrice
élémentaire et ainsi nous avons les égalités suivantes

[Az’Bz] = Ei[Ai—llBi—l] pouri = 1, 2, ce ,k.
Donc

[A1] B1] = Er[A|LL],
[A2| Bo] = Es[A1|B1] = E2Eq[AlL]
3| Bs] = Es[As|Bs] = EsEsEi[Al|L]

[A'|B'] = [Ak|Br] = Ex|Ax_1|Br_1] = -+ = ExEx_1... B2 E1[AlLL).

Si nous considérons les n colonnes de droite de chacun des cotés de cette der-
niere équation, nous obtenons que

A = EyEp_y ... EsELA.

De la méme facon, si nous considérons les n colonnes de gauche, nous obtenons
que
B ' =EEy_1... B2 E;.

Rappelons que les matrices élémentaires sont inversibles comme nous 1’avons vu a
la proposition 3.2. Conséquemment en multipliant par ces inverses, nous obtenons

A=FE'Ey' . BN ESA.

SiA'=I,alors A= E{'Ey' . B L ECL, = ECVES . B B est
un produit de matrices inversibles et par le fait méme est inversible. Donc A est
inversible et

- —1 -1 .
Al = (BB BN BT
= (BTN BT BT B
= EyEy_1... BBy = B’

Si A" # I,,, alors, parce que [A’| B’] est une matrice réduite échelonnée, A’ a
nécessairement une ligne nulle. Une matrice avec une ligne nulle ne peut pas étre
inversible. En effet, si M est une matrice carrée de format n X n dont une des
lignes est nulle, disons la ° ligne L;, alors pour tout matrice carrée N de méme
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format que M, nous aurons toujours que la ¢© ligne du produit M N sera aussi
nulle et nous ne pourrons pas obtenir que M N = I,,, car la ¢° ligne de I,, n’est
pas nulle. Donc A’ n’est pas inversible. Nous avons que A’ = ELE),_ ... EsE A.
Si A était inversible, alors A’ serait un produit de matrices inversibles étant donné
que les matrices élémentaires sont inversibles comme nous 1’avons vu a la propo-
sition 3.2. Mais ceci est impossible parce que A’ n’est pas inversible. Donc A n’est

pas inversible.
O

Exemple 3.4. Déterminons si la matrice carrée

-1 4 -1
A=14 -5 2
2 =3 1

est inversible et si elle ’est, calculons son inverse. Il nous faut donc former la
matrice augmentée [A|l3] et ensuite d’utiliser I’algorithme d’élimination de Gauss-
Jordan

[A|I3] ~~ série d’opérations élémentaires de ligne ~ [A’| B']

Nous avons
-1 4 -1 100 1 =41 -1 0 0
-4 -5 2 01 0oty ly 52 0 10
2 -3 1 00 1 2 -3 1 0 01
Lo«—ILo—4L; |1 —4 1 —=1 0 O
Loemls2ln 1 11 9 4 1 0
0 5 —1 2 0 1
L (UL 1 —4 1 -1 0 0
-
=2 o 1 —2/11 4/11 1711 0
0 5 -1 2 0 1
Lie—Li+4L, [1 0 3/11 5/11 4/11 0]
Lo laBla g 1 _2/11 4/11 1/11 0
0 0

~1/11 2/11 —=5/11 1]
0 3/11 5/11 4/11 0 ]
1 —2/11 4/11 1/11 0
0 -2 5 —11

—_
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Cette derniere matrice est réduite échelonnée. Nous obtenons ainsi que

100 1 -1 3
A=10 10 e B=|0 1 =2
001 -2 5 -1

1 -1 3
A'=B'=]10 1 =2
-2 5 —11

Nous pouvons facilement vérifier qu’il s’agit bien de I’inverse de A en calcu-
lant

1 -1 3 -1 4 -1 -1 4 -1 1 -1 3
1 =2 4 -5 2| =14 -5 2 0 1 -2 =1I
-2 5 -1 2 =3 1 2 =3 1 -2 5 11

est inversible et si elle 1’est, calculons son inverse. 11 nous faut donc former la
matrice augmentée [A|I3] et ensuite d’utiliser I’algorithme d’élimination de Gauss-
Jordan

[A|I3] ~~ série d’opérations élémentaires de ligne ~ [A| B']
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Nous avons
29 -1 3 10 0 1 0 -1 010
— {1 0 -1 01 ol &2=19 1 3 10 0
01 -5 00 1 01 -5 00 1
1 0 =10 1 0
Lo b lp -1 5 1 =2 0
01 =50 0 1
10 -1 0 10
Leemmla g 1 5 —1 2 0
01 =5 0 0 1
10 -1 0 1 0
Lslamla g 1 5 1 2 0
00 0 1 -2 1
1 0 =10 1 0
Locrlotls g 1 5 0 0 1
00 0 1 —21

Cette derniere matrice est réduite échelonnée. Nous obtenons ainsi que

1 0 -1 0 1 0
A'=10 1 -5 et B=|0 0 1
00 O 1 -2 1

Comme A’ # I3, alors A n’est pas inversible

Remarque 3.1. Si A est une matrice carrée inversible de format n x n et que
nous avons déterminé son inverse A~!, il est alors facile de résoudre le systeme
d’équations linéaires AX = B. En effet, en multipliant 4 gauche par A~! les deux
cotés de I’équation matricielle, nous obtenons

ATAX=A""B = X=L,X=A"B.
Dans ce cas, la solution est unique.

Nous avons illustré ceci dans 1’exemple ci-dessous en reprenant la matrice de
I’exemple 3.4.

Exemple 3.6. Nous voulons résoudre le systeme suivant :

-1 4 -1 |z 2
(%) 4 -5 2 y| = |-1
2 -3 1 z 3
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Nous avons vu a ’exemple 3.4 que

-1 4 -1 1 -1 3
4 -5 2 | estinversible et son inverse est | 0 1 -2
2 -3 1 -2 5 -11

Donc I’unique solution du systéme (x) est

-1

T -1 4 1 2 1 -1 3 2 12
yl=14 -5 2 -1 =10 1 =2 1| =] -7
z 2 -3 1 3 -2 5 11 3 —42

3.3 Analyse intersectorielle

Nous allons maintenant présenter une application de 1’inversion de matrice en
analyse intersectorielle en économie. Il est possible d’appliquer des techniques si-
milaires dans d’autres domaines que 1’économie. Cette approche a été développée
par I’économiste américain Wassily Leontief dans les années 1930. L’économie
peut étre divisé en n secteurs de production. Pour produire des biens, chaque sec-
teur utilise une certaine quantité de biens produits par les autres secteurs et méme
de son propre secteur. Une partie de la production d’un secteur est aussi destinée
a la demande des ménages (demande externe). Toutes ces données sont présentées
sous la forme d’un tableau intersectoriel. Nous allons maintenant illustrer ceci dans
un exemple comportant trois secteurs : secteur primaire (agriculture, forét, mine),
secteur secondaire (industrie manufacturieére, construction) et le secteur tertiaire
(transports, services, commerce). Dans la pratique, il y a en général beaucoup plus
de secteurs dans une telle analyse économique.

Exemple 3.7. Nous voulons analyser une économie comportant trois grands sec-
teurs comme ci-dessus. Nous avons ainsi le tableau dans lequel 1’entrée sur une

Secteurs demandeurs
Secteurs Secteur secteur secteur | demande || Production
fournisseurs primaire | secondaire | tertiaire | externe totale
Sect. primaire 150 1000 50 800 2000
Sect. secondaire 500 7500 1000 11 000 20 000
Sect. tertiaire 800 2000 2200 5000 10000

Tableau 3.1 — Tableau intersectoriel

ligne indique ce que le secteur de cette ligne fournit en millions de dollars aux
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autres secteurs, ainsi qu’a la demande externe. A ces données, nous pouvons as-
socier la matrice des coefficients techniques de production. S’il y a n secteurs,
alors la matrice des coefficients techniques de production A = [a;;] est une matrice
carrée de format n x n telle que

Demande que le secteur ¢ fournit au secteur j

s — i .
" Production totale du secteur j

Dans notre exemple, nous avons que cette matrice des coefficients techniques de
production est

150 1000 50 7
2000 20000 10000 0,075 0,05 0,005

A= [ 200 700 1000 1 195 ga75 g1
2000 20000 10000

800 2000 2200 0,4 0,1 0,22
L2000 20000 100004

Si T est la matrice de format n x 1 pour laquelle I'entrée a la ligne ¢ est la
production totale du secteur ¢ et D est la matrice de format n X 1 pour laquelle
I’entrée a la ligne ¢ est la demande externe du secteur ¢, alors nous aurons

T=AT+D — ([,-AT=D — T=(,—A"'D

si la matrice (I,, — A) est inversible. Dans notre exemple, nous avons

2000 800
T = {20000 et D= |11000
10000 5000

L’intérét économique de ceci est I’information que nous pouvons tirer de la matrice
(I,—A)~L. Si nous modifions la demande externe, nous aimerions déterminer I’im-
pact sur la production totale de chacun des secteurs. L’équation T' = (I, — A)~*D
nous permet de déterminer cet impact. En effet, supposons que nous voulons déter-
miner I’impact sur la production totale si la demande externe passe de D a D+AD,
alors la production passera de (I,, — A)"'D a (I,, — A)~}(D + AD). Ainsi la pro-
duction totale sera modifée de la fagon suivante :

AT = (I, — A)"Y(D + AD) — (I, — A)"Y(D) = (I, — A)"'(AD)
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Dans notre exemple,

[(1-0,075)  —0,05 ~0,005
IL—-A=| -025 (1-0375) -0,
—0,4 0,1 (1-0,22)

[(0,925) —0,05 —0,005
=|-025 0625 -0,
| —04 —0,1 0,78

Cette derniere matrice est inversible et si nous calculons son inverse, nous obtenons

1,114 189 879 0,092 168 587 0,018 958 728
(I3 — A)™' = 0,548 344 757 1,678 868 310 0,218 754 557
0,641 680 035 0,262 505 469 1,319 819 163

Comment interpréter les entrées de cette matrice (I3 — A)~! ? Si nous devons
augmenter d’une unité (ici un million de dollars) la demande externe du secteur pri-
maire, alors il faudra augmenter la production totale du secteur primaire de 1,114
189 879 unité, celle du secteur secondaire de 0,548 344 757 unité et celle du sec-
teur tertiaire de 0,641 680 035 unité. De méme si nous devons augmenter d’une
unité (ici un million de dollars) la demande externe du secteur secondaire, alors il
faudra augmenter la production totale du secteur primaire de 0,092 168 587 unité,
celle du secteur secondaire de 1,678 868 310 unité et celle du secteur tertiaire de
0,262 505 469 unité. Finalement si nous devons augmenter d’une unité (ici un mil-
lion de dollars) la demande externe du secteur tertiaire, alors il faudra augmenter
la production totale du secteur primaire de 0,018 958 728 unité, celle du secteur
secondaire de 0,218 754 557 unité et celle du secteur tertiaire de 1,319 819 163
unité.

3.4 Polynome minimal d’une matrice carrée.

Pour terminer ce chapitre, nous allons décrire une autre approche pour savoir
si une matrice carrée A est inversible ou non et dans le cas ou elle I’est comment
déterminer I’inverse. Cette derniére approche est obtenue au moyen du polyndme
minimal de A. Nous justifierons notre approche qu’un peu plus tard dans le recueil.
11 faut faire appel aux notions d’indépendance linéaire et de polyndme caractéris-
tique, mais I’algorithme lui-mé&me pour calculer le polyndme minimal ne fait appel
qu’a I’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan.
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Remarque 3.2. Rappelons qu’un polynome P(z) de degré d est une expression
de la forme

P(x) = co+ c1x + cox? + -+ + cq12%7 + gz,

ou ¢, 1, C, - .., Cq sont des constantes avec ¢g # 0 et x est une variable. Nous
pouvons donc considérer P(z) comme une fonction de z. Si ¢4 = 1, alors nous
dirons que P(z) est monique.

Exemple 3.8. P(z) = 2° — 102* + 322 — 7z + 8 est un polyndme monique de
degré 5et Q(z) = 1120+ 725 — 322 + x est un polyndme de degré 10. Cependant
Q(x) n’est pas monique.

Notation 3.1. Etant donné une matrice carrée A de format n x n et un polyndme
P(z) = co + c12 + cox® + -+ 4 cq_1297 " + cg4z?, nous noterons par P(A) : la
matrice obtenue en substituant A a la place de la variable x, plus précisément

P(A):COI"+61A+CQA2+'-'+Cd_1Ad_1+CdAd

Exemple 3.9. Soit le polyndome P(z) = 223 + 422 — 62 + 3 et la matrice carrée
2 1
N

- 3 o 112
p=af2 I wat I o2 Juolt

20 7 [7 2] 2 1 10
=291 6]+4 6 3__6[3 0]+3[0 J

|59 16

N [48 27} ’
Proposition 3.4. Etant donné une matrice carrée de format n x n, alors il existe
un polynéme monique P(x) = 2™ + cp_ 12" ' + -+ + cox® + c12 + cq tel que
P(A) est la matrice nulle 0y, %y, c’est-a-dire P(A) = Oy xn. Nous dirons alors que
la matrice A est un zéro de P(x).

Alors

Remarque 3.3. Il existe une facon simple de déterminer un tel polyndme : le po-
lynéme caractéristique P(x) = det(A — xI,,). Il faut avoir défini le déterminant
d’une matrice carrée pour définir cette notion de polyndme caractéristique. Nous
allons pour I'instant admettre ce résultat.
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Exemple 3.10. Si nous reprenons la matrice carrée de 1’exemple précédent
2 1
=[5 o
et considérons le polyndme monique P(z) = 2% — 2z — 3, alors

P(A):'Q 1'2_2[2 1}_3[1 o]

3 0 30 0 1
(7 2] 2 1 10

~ |6 3__2[3 0}_3[0 J

o 0]

10 0

Exemple 3.11. Soit la matrice carrée
a b
el
et considérons le polyndme monique P(z) = 22 — (a + d)x + (ad — be), alors

r =[] el Jream] ]

[ ] af i ]

[0 o
|0 O] '
Remarque 3.4. Soit une matrice carrée A de format n x n. Parmi tous les po-
lyndmes moniques pour lesquels A est un zéro, alors il existe des polynomes de
degré minimal. A cause de la proposition 3.4, nous savons que le degré d’un tel
polynéme de degré minimal est < n. Si M;(z) et My(z) sont deux polyndmes
moniques de degré minimal pour lesquels A est un zéro, alors M;(z) = Ma(x),
c’est-a-dire le polyndme minimal est unique.

En effet, rappelons premiérement la division euclidienne. Etant donné deux
polyndémes M (z), P(x) tels que P(z) n’est pas le polyndme nul, alors il existe
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des polynémes Q(z) et R(x) tels que M (z) = P(x)Q(z) + R(x), ou soit R(x)
est nul, soit le degré de R(x) est strictement inférieur au degré de P(x). C’est ce
qui s’appelle la division euclidienne de polynomes.

Si nous utilisons la division euclidienne, alors il existe des polyndmes Q(z)
et R(x) tels que Ma(x) = M;i(x)Q(x) + R(x). Si R(x) n’est pas nul, alors
Mi(A) = Mo(A) = Opxn et Ma(A) = Mi(A)Q(A) + R(A) = 0pxyp, Ont comme
conséquence que R(A) = 0,xn. Cependant comme R(z) n’est pas nul et son
degré est strictement inférieur a celui de M (z), nous obtenons un polyndme de
degré inférieur au degré minimal. Ceci contredit le fait que M;(z) est de degré
minimal. Donc R(x) est nul et My(z) = M;(x)Q(z). Comme M;(x) et Ma(x)
ont le méme degré et sont des polyndmes moniques, nous avons que Q(z) = 1 et
Ml(l’) = MQ(Z‘)

Définition 3.2. Le polyndme minimal P(x) d’une matrice carrée A est parmi tous
les polyndmes pour lesquels A est un zéro : I’'unique polyndme monique de degré
minimal.

Exemple 3.12. Si nous reprenons la matrice A de 1’exemple 3.10, soit
2 1
A=l
nous avons vu que A est un zéro du polyndéme monique P(x) = z? — 2z — 3.
Montrons que A n’est pas un zéro d’un polyndme monique de degré < 2. Un

polyndme monique de degré 1 est de la forme ¢y + c1x avec ¢; # 0. Mais si nous
substituons A a la place de x, nous obtenons

1 0 2 1 . (CU+261) Cc1 0 0
60[0 1}”1[3 0]_[ 3¢ o) 7 |0 0
car ¢; # 0. Un polyn6me monique de degré O est le polyndme 1 et clairement A

n’est pas un zéro de ce polyndme monique de degré 0. De tout ceci, nous pouvons
conclure que P(z) = 22 — 2z — 3 est le polyndme minimal de A.

Nous allons maintenant décrire un algorithme pour déterminer I’unique poly-
néme minimal d’une matrice carrée A de format n x n.

Proposition 3.5. Soit une matrice carrée A de format n x n. Considérons la ma-
trice B de format n® x (n + 1) obtenue de la facon suivante : la colonne j de
B est obtenue en écrivant les lignes de la matrice B?~" sous forme d’une seule
colonne (Ceci sera illustré dans un exemple) et B’ I'unique matrice réduite éche-
lonnée obtenue a partir de B a la suite d’une série d’opérations élémentaires de
ligne :

B ~ série d’opérations élémentaires de ligne ~ B’
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Notons le rang rg(B) de B, c’est-a-dire le nombre de lignes non nulles de B, par
m. Alors

@ m<n
(b) la matrice B’ est de la forme

1 0 0 0 Co
1 0 0 C1
0 0 1 0 Co
: 0
/ —

B = 000 0 1 c¢pna
000 0 O 0
oo .0 :
000 0 O 0 i

Ici la matrice identité I, est dans le coin supérieur gauche de B’ et il y a au
moins une colonne a la droite de cette matrice identité.

(c) le polynome minimal de A est le polyndme monique P(x) de degré m suivant

P(x) =2 — Cma12™ T = o™ 2 — o — g2 — 1 — .

En d’autres mots, la taille de la matrice identité nous donne le degré du poly-
nome minimal et la colonne a la droite de cette matrice identité nous permet
d’écrire ce polynome minimal.

Nous démontrerons cette proposition plus tard apres avoir discuté des notions
d’indépendance linéaire, de base et de polyndme caractéristique. Nous allons main-
tenant illustrer cette proposition et calculer le polyndme minimal de quelques ma-
trices carrées. Commencons avec la matrice de I’exemple 3.10.

Exemple 3.13. Soit la matrice carrée A de format 2 x 2
2 1
A= .
5o
Il nous faut former la matrice B de format 4 x 3 obtenue des matrices puissances

de A
O_10 1_21 2_72
A‘[01’A_30 ot =15 3

en écrivant les lignes de ces matrices sous forme de colonne : la premiere colonne
correspond & A, la deuxieéme colonne correspond & A et la troisiéme colonne
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correspond 2 A2, Ainsi

_ o O =
S W =N
W o N3

Il nous faut maintenant utiliser 1’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan pour
obtenir B’ a partir de B.

127 1 2 7] hu—hi-2l: [1 0 3

1001 2| peeran |01 2| i iiters |01 2]

B=10 3 ¢ 0 3 6 00 of=78
103 0 —2 —4 00 0

Donc le rang rg(B) de B est rg(B) = 2 et conséquemment le polyndme minimal
de A est de degré 2. Le polyndme minimal de A est alors P(z) = 22 — 2z — 3.
C’est ce que nous avions obtenu a I’exemple 3.12.

Exemple 3.14. Soit la matrice carrée A de format 3 x 3

-2
0

1
A= 1|0
0 1

S =N

Il nous faut former la matrice B de format 9 x 4 obtenue des matrices puissances
de A

1 00 1 2 =2 1 4 —4 1 6 —6
A°=10 1 of,A'=]0 1 o],4%2=01 o0[,4%=01 o0
00 1 00 1 00 1 00 1
Ainsi

11 1 17

0 2 4 6

0 —2 —4 —6

0 0 0 0

B=1|1 1 1 1

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

11 1 1
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Il nous faut maintenant utiliser 1’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan pour

obtenir B’ a partir de B.

11 1 17
0 2 4 6
0 -2 —4 -6

0O 0 0 0
B=|1 1 1 1
0O 0 0 0
0O 0 0 O
0O 0 0 0
11 1 1 1 ]
11

0 1

0 —2

Ly+—(1/2)Lo 0 0
—F= (0 0
0 0

0 0

0 0

0 0

11 1 17

0 2 4 6

0 -2 —4 —6
menn |00 0
Lombomli g g 0 0

00 0 0

00 0 0

00 0 0

0o 0 0 0]
1 17 M1 0 —1 —2]
2 3 01 2 3
4 —6 00 0 0
0 0| Li+—Li—L> 00 0 O
0 o xhst2le g g o o | =B
0 0 00 0 0
0 0 00 0 0
0 0 00 0 0
0 0] 00 0 0]

Donc le rang rg(B) de B est rg(B) = 2 et conséquemment le polynéme minimal
de A est de degré 2. Le polyndme minimal de A est alors P(x) = 22 — 22 + 1.
Nous pouvons vérifier que A est bien un zéro de P(z) = x? — 2x + 1. En effet,

1
P(A)

@)

2
1

—

o O O

12

-2

1 -2
0 0
0 1

O = O
_= O O

1
+ 10
0

S O =
O = O
= o O

Un dernier exemple pour lequel nous laisserons au lecteur le soin de vérifier

les calculs.
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Exemple 3.15. Soit la matrice carrée A de format 3 x 3

1 0 1
A=10 1 3
2 -1 -1

Il nous faut former la matrice B de format 9 x 4 obtenue des matrices puissances
de A

100 1 0 1 3 -1 0 3 -1 0
A'=10 1 0|, A'=1]0 1 3|,4%2=1]6 -2 0|,4%*=1]6 -2 0
0 0 1 2 -1 -1 0 0 0 0 0 0
Ainsi

1 1 3 37

0 0 -1 —1

0 1 0 0

0 0 6 6

B=1|1 1 -2 -2

0 3 0 0

0 2 0 0

0 -1 0 0

1 -1 0 0]

Si nous utilisons 1’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan, nous aurons

11 3 3] 10 0 0
0 0 -1 —1 010 0
01 0 0 0011
0 0 6 6 e donéra 0000
B=|1 1 -2 -2 ,ls,e“e ."per;”;’.ns 000 0|=¢8
O 3 0 0 elementaires de 1gne 0 O 0 0
0 2 0 0 0000
0 -1 0 0 0000
1 -1 0 0] 00 0 0

Donc le rang rg(B) de B est rg(B) = 3 et conséquemment le polyndme minimal
de A est de degré 3. Le polyndme minimal de A est alors P(z) = 2® — x2. Des
calculs ci-dessus, il est facile de vérifier que A est un zéro de a3 — 22 car A3 = A2,

Au moyen du polyndme minimal, nous pouvons déterminer si une matrice car-
rée A est inversible et si ¢’est le cas, comment calculer 1’inverse. Ceci est énoncé
dans la proposition suivante.
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Proposition 3.6. Soit une matrice carrée A de format n x n et dont le polynéme
minimal est le polynome de degré

P(JU) =z + am—lxm_l + am—zxm_2 + o+ ang + ai1x + ag.

Alors A est inversible si et seulement si ag # 0. Dans ce dernier cas, ’inverse est
alors

1
Ail = —; (Amil + am—lAm72 +-+ a2A + al-[n) .
0

Preuve. Si A estinversible, il nous faut montrer que ag # 0. Supposons le contraire,
c’est-a-dire que ag = 0. Alors parce que A est un zéro du polyndme minimal, nous
avons

A" 4 a1 A" b a0 A2 b a9 A%+ a1 A = 0.
Nous pouvons factoriser A dans cette derniere équation et nous obtenons
A(Am_l + am,lAm_2 + am,gAm_g + 4 a2A + aljn) = Opxn-

Comme A est inversible, A~! existe et nous pouvons multiplier les deux cotés de
cette derniére équation par A~!. Nous obtenons alors

(Am—l + amilAm—2 + am72Am—3 4 FagA+ alln) = Opxn-
Ceci signifie que la matrice A est un zéro du polyndme de degré (m — 1) :
™ 1 2™ 0™ - agx 4 ay.

Mais ceci contredit le fait que le polyndme minimal est de degré m. Donc ag # 0.
Si ag # 0, il nous faut montrer que A est inversible. Considérons la matrice

1
—— (A" a1 A"+ a A+ ardy)
ao

Celle-ci est bien définie car nous pouvons diviser par ag # 0. Nous allons mainte-
nant vérifier que cette derni¢re matrice est I’inverse de A. En effet,

1
Al=— (A" a1 A2 4 F A+ andy)
ao

1
=—— (A" + a1 A" 4+ a2 A 4 a1 A)
ap
1
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parce que, A étant le z€ro du polyndme minimal, nous avons
A™ 4 am_lAmfl + (Zm_QAm72 + -+ (12A2 +a1A = —apl,
De la méme fagon, nous obtenons que

S

(Am—l+am_1Am_2+...+a2A—|—a1In) A:In
ao

Nous avons ainsi que A est inversible et son inverse est bien

1
ATl = - (A" 4 A2 4t agA + an D)
0

O]

Exemple 3.16. Nous allons considérer chacun des matrices des exemples présentés
dans cette section et vérifier comment cette derniere proposition peut €tre utilisée.

2 1
A= ,
30
son polyndme minimal est 2> — 2x — 3. Par la proposition précédente, nous
avons que A est inversible et son inverse est alors

T ( E  H A

(b) Pour la matrice

(a) Pour la matrice

12 -2
A=101 o],
00 1

son polyndme minimal est 2> — 22 + 1. Par la proposition précédente, nous
avons que A est inversible et son inverse est alors

) 12 =2 100
At=——(A-2I3)=—(]0 1 0|—-2(0 10
L 00 1 00 1
1 -2 2
=10 1 0
0 0 1
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(c) Pour la matrice
1 0 1
A=10 1 3|,
2 -1 -1

son polyndme minimal est 3 — x2. Par la proposition précédente, nous avons
que A n’est pas inversible.

Remarque 3.5. 1l est possible d’utiliser le polyndme minimal d’une matrice carrée
pour évaluer les puissances de A. Si

P(I‘) =z + amflxm_l + CL7n72xrn_2 + -+ CLQQ?Q + a1x + ag.
est le polyndme minimal de A, alors
A™ = — (a1 A2™ 7+ a2 AT 4 a2 A+ @A+ agly)

et nous pouvons utiliser plusieurs fois cette derniere équation pour exprimer une
puissance de A en terme des matrices : I,,, A, A%, ..., A1 Nous allons illustrer
ceci avec la matrice A de I’exemple 3.10. Dans ce cas,

21
A=l o)
a comme polyndme minimal 22 — 2z — 3. Ainsi
A%? =24 + 31
Si nous voulons calculer A%, nous aurons les équations suivantes :

At = (A%)? = (24 + 311)? = 4A% + 124 + 91,
= 4(2A 4 315) + 12A + 91, = 20A + 211,

A® = (A")? = (204 + 2113)? = 400A% + 840A + 4411,
= 400(2A + 315) + 840A + 44115 = 1640A + 164115

et

Al = (A®)(A?) = (1640A + 16411,)(2A + 31,) = 3280A2 + 82024 + 49231,
= 3280(2A4 + 31) + 82024 + 49231, = 14762 A + 147631,

Donc

2 1 10 44287 14762
A0 = 14762 + 14763 =
30 0 1 44286 14763
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3.5 Exercices

Exercice 3.1. Pour chacune des matrices carrées suivantes, déterminer si elle est

CHAPITRE 3. INVERSION DE MATRICES

inversible ou pas et si elle est inversible, calculer son inverse.

(a)
1 -2 3
2 -3 7
1 —4 2
(b)
1 2 -1 2
0 2 3 0
1 -1 0 1
3 1 -5 5
(c)
-3 2 -1
5 1 3
4 0 2
(d
1 a ¢
0 1 b
0 0 1

Exercice 3.2. A partir de la matrice des transactions intersectorielles donnée dans

le tableau ci-dessous pour une économie constituée de 3 secteurs :

Vente au | Secteur 1 | Secteur 2 | Secteur 3 | Demande des | Ventes
du des ménages | totales
Secteur 1 20 30 10 40 100
Secteur 2 10 50 40 100 200
Secteur 3 20 80 50 50 200

(a) Calculer la matrice des coefficients techniques A.
(b) Calculer la matrice £ = (I3 — A)~! des effets.

(c) Evaluer I’effet d’un accroissement de 1 unité la demande des ménages pour
chacun des secteurs sur les ventes totales.
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Exercice 3.3. Soit les matrices suivantes :

3 10 2 111
A:[_3 1], Ay=10 1 0|, Ay=1|-11 0],
00 1 101
1 -1 0
As=1| 2 -1 4
-1 4 12

(a) Calculer le polyndme minimal de chacune de ces matrices.

(b) En utilisant ce polyndme minimal, indiquer si ces matrices sont inversibles. Si
oui, calculer I’inverse.

(¢) Calculer les puissances suivantes : A%, 419, A§ en utilisant le polyndme mini-
mal.

Exercice 3.4. Soit la matrice
A 0 1
“la b

Calculer la polyndome minimal de A.






Chapitre 4

Déterminants

Nous voulons associer a toute matrice carrée A : un nombre qui nous donne de
I’information sur cette matrice. Ce nombre sera son déterminant. Nous avons déja
rencontré le déterminant de matrice de format 2 x 2 a I’exemple 1.19 du chapitre 1.
Nous avions vu alors que si A est la matrice carrée

a b
A=
et que ad — bc # 0, alors A avait un inverse et nous donnions une formule pour cet

inverse, a savoir
1 d —b
A= ———— :
(ad — bc) [—c a }

L’expression (ad — bc) est justement la formule du déterminant d’une matrice de
format 2 x 2 et nous obtiendrons aussi une formule pour I’'inverse d’une matrice en
fonction du déterminant si celle-ci est inversible.

4.1 Définition et propriétés élémentaires

Pour définir le déterminant d’une matrice de format n x n, il nous faut préala-
blement parler de permutations et de leurs signatures. Ce sont des ingrédients dans
la définition.

Définition 4.1. Une permutation de I’ensemble £ = {1,2,3,...,n} est une bi-
jection (correspondance biunivoque) de F vers lui-méme :

1 2 ... (n—1) n
o=1| | Lo 1 1
o(l) o(2) ... on—=1) o(n)

77
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Nous écrirons une bijection o sous la forme d’un tableau

o 1 2 ... (n—-1) n
~\o(l) o(2) ... o(n—1) o(n)/)’
Nous dirons aussi une permutation de n plutdt que de E. Parmi toutes ces
permutations, une de celles-ci s’appelle la permutation identité

1 23 ... n—=1n
Tdg = (1 2 3 ... n—1 n>'

11 s’agit donc de la permutation o telle que o(i) = i pour touti € E.

Exemple 4.1. Nous pouvons décrire I’ensemble des permutations sur £ = {1, 2,3} :
1 3 1 2 3 1 2 3
1 ’ 1 3 2)° 2 1 3)°
1 3 1 2 3 1 2 3
2 3 1)’ 3 1 2)° 3 21
Définition 4.2. Nous noterons 1’ensemble de permutations de ’ensemble £ =

{1,2,3,...,n} par G,,.

Remarque 4.1. La cardinalité de G,,, c’est-a-dire que le nombre de permutations
de F est

NN
w

nl=nn—-1)MmM-2)---3-2-1  pourn > 0.

En effet, il y a n choix pour la valeur de o(1). Pour chacun de ces choix, il y a
(n — 1) choix pour o (2) : tous les éléments de E' sauf o(1). Une fois o(1) et o(2)
fixés, il y a (n — 2) choix pour o(3) : tous les éléments de F sauf o(1) et o(2).
Nous poursuivons ainsi et nous obtenons donc n! = n(n —1)(n —2)---3-2-1
permutations.

Exemple 4.2. Pour n = 3, alors G3 a3 - 2 - 1 = 6 permutations, alors que, pour
n=4,64a4-3-2 1= 24 permutations.

Définition 4.3. Etant donné une permutation de n :
o 1 2 ... (n—-1) n
\o(1) o(2) ... on—1) o(n))’
alors nous définissons sa longueur, notée ¢(o), comme étant son nombre d’in-

versions, plus précisément une inversion de o est une paire d’éléments (i, j) de
E={1,2,3,...,n}tellequei < jeto(i) > o(j) et

to) =[{(,j) e ExEli<j et o(i)>a()}]

Le signe d’une permutation o est noté sgn (o) et est égal a sgn (o) = (—1)47).
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Remarque 4.2. En informatique, il faut souvent réordonner une liste, par exemple
une liste de noms qu’il faut écrire en ordre lexicographique (alphabétique). La
liste initiale correspond a une permutation et nous voulons la réordonner. Si, pour
réordonner la liste, nous pouvons seulement intervertir des éléments consécutifs
dans la liste, alors le nombre nécessaire de interversions d’éléments consécutifs
sera la longueur de la permutation.

Exemple 4.3. Considérons la permutation o de £ = {1,2,3,4,5,6} suivante :
(12345 6
T\3 4651 2

Nous avons encadré ci-dessous chacune des paires d’entiers (i, j) tels que 1 < ¢ <
j<6eto(i)>a(j).

2
3 4

1

W
[]
(@)}

— Ot
(@)
N—— — N~

[1]

3

—
[\

(]
D

w
W
—_
[\V)
W

—
—_
=N N -
=[] e
o W
v 0w o

w
w

—_
—_

U‘.-"; U UL Ot
i B T

w

/\/‘:/—\/—\

?

<
(
(3]
(5]
(3

Donc la longueur £(c) de o est 9 et son signe est (—1)/@) = (—1)? = —1.

5
6 5 1
35@)
6 1

2

Nous avons tout ce qu’il nous faut maintenant pour définir le déterminant d’une
matrice carrée.

Définition 4.4. Etant donné une matrice carrée de format n x n

ail a2 ... arj ... QA1n

aszr a2 ... agj e aAon
A= ,

[075]) a2 ... Qi5 ... (0772

anl1 QAp2 ... anj Ann
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son déterminant noté det(A) ou encore

ai; aig ... ai; .- A1n
asr a2 ... a2j e aon
;1 a2 ... €77 Qin,
an1 Qp2 ... anj e Ann

est

Z Sgn(a)ala(l)a20(2) *po(n)
ceG,

Ici ), e, signifie la somme sur toutes les permutations de n.

Exemple 4.4. Soit A est une matrice carrée de format 2 x 2 notée

a a
A= 11 12 )
a1 a22

Dans ce cas, il y a deux permutations de n = 2, a savoir

{096}

Donc le déterminant de A est

me — sgn L2 a11622 + sgn L2 (12021 = 11022 — 4124
a1 a| gy o) 122 gn\o 1) 12021 = 4110422 12021,
parce que

1 2 1 2
(P o oy et

Ceci est bien ce que nous avions a I’exemple 1.19 du chapitre 1.

Exemple 4.5. Soit A est une matrice carrée de format 3 x 3 notée

a1 a2 ais
A= |aa a2 a3
as| asy ass

Dans ce cas, il y a six permutations de n = 3, a savoir

3 1 2 3 1
3 1 2)’ 2
3 1 3 1
1)’ 3 2)7 3

=N W
NN DN
—= W
~_

N
[N
W N N DN
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Donc le déterminant de A est

— <1
sgn

n 1

sgn {4

—i—snl
IR !

air a2 ais

a1 a2 a33

aszr azz2 as3
Parce que

nous obtenons

ail
a1
a31

W N NN

ai2
a2
a32

a3
a23
ass

2
1 2 3

— N N

)
y

=N W N
[\

(12021033 + sgn

a13a21a32 + Sgn

1

[\

W =

NN N

81

3 n 1 2 3
a110a22a33 T SgN 1 3 2 a11G23G32

(
(

3
1) 412023031

3
1) 13022031

NN W N

@11022033 — 411023032 — 312021033
| T a12023G31 + 13021032 — 413022031
(a11a22a33 + a12a23a31 + aizaziasz)

| — (a11az3a32 + a12a21a33 + a13a22a31)

Remarque 4.3. 11 existe un moyen simple de se souvenir de cette derniere formule
pour le déterminant d’une matrice carrée de format 3 x 3. Il suffit de répéter a
la droite de A ses deux premicres colonnes et ensuite de considérer les produits
des entrées sur les diagonales comme dans les diagrammes suivants avec le signe

approprié :

ai

a21

a31

a12

a22

a32

N\
p

ais

a3

ass

N\
N\

ail

a21

a3

N\

a12

a2

as2
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correspond a la somme : (ajja92a33 + a12a23a31 + ajzasiassz), alors que

ai a2 a3 ai a2
e e e
asi a2 a3 az1 a2
e v e
asi as2 ass asy as2

correspond a la somme : —(aj1a93a32 + a12a21a33 + a13a22a31).

Remarque 4.4. Pour une matrice carrée de format 4 x 4, il y aura 4! = 24 termes
a additionner et une formule avec les diagonales comme celle pour les matrices de
format 3 x 3 n’est pas valable pour ces matrices

Exemple 4.6. Avec les formules développées précédemment, nous obtenons que

2 -3
L em - com=2,
- o [0+ =360+ M00)
0 2 5= = —109.
-1 4 1
- (D@D + ME)@) + (=3)0)1)
Proposition 4.1. Soit une matrice triangulaire (supérieure ou inférieure)
[a11  anz ai; atn | [a11 0 0 0 ]
0 az az; azn az a2 0 0
A= 0 0 @i ain | ™ e an @i 0
| 0 o ... 0 Ann | | an1 G2 Qi Qnp |

alors le déterminant det(A) de A est le produit des entrées sur la diagonale prin-
cipale, c’est-a-dire det(A) = ajiage - - anp.

Preuve. Supposons premie¢rement que la matrice A est triangulaire supérieure,
c’est-a-dire que a;; = 0 si¢ > j, nous voulons montrer que dans la somme définis-
sant le déterminant det(A) de A, la seule permutation qui peut contribuer un terme
non nul au déterminant est la permutation identité

1 2 3 n—1 n
IdE_(l 2 3 n—1 n)
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Ainsi si 0 # Idp, alors il existe un entier i tel que 1 < i < neti > o(i). En effet,
il suffit de prendre le plus grand entier i de E tel que o (i) # . Pour cet entier 7,
nous aurons i > o (%), car

U_( 1 2 3 ... i (i+1) ... n-—1 n>
S \o(1) o(2) eB3) ... o) (i+1) ... n—1 n

Mais alors a;,(;y = 0, parce que A est une matrice triangulaire supérieure, et consé-
quemment a1,(1)a25(2) * ** Qio(i) " * * Ona(n) = 0 lorsque o # Idp. Il nous reste
donc dans la somme que la permutation identité et ainsi det(A) = aj1a92 - - - app.

Supposons maintenant que la matrice A est triangulaire inférieure, c’est-a-dire
a;; = 0sii < j, nous voulons aussi montrer que, dans la somme définissant le
déterminant det(A) de A, la seule permutation qui peut contribuer un terme non
nul au déterminant est la permutation identité

123 ... n—=1n
IdE_<1 2 3 ... n-1 n>

Ainsi si 0 # Idp, alors il existe un entier i tel que 1 < i < neti < o(i). En effet,
il suffit de prendre le plus petit entier < de F tel que o (i) # . Pour cet entier i,
nous aurons ¢ < o (%), car

(1 23 ... i—=1 4+ ... n-1 n
T\1 23 ... i-1 0@ ... oln—=1) o)
Mais alors a;,(;) = 0, parce que A est une matrice triangulaire inférieure, et consé-
quemment @14(1)a25(2) * * * Qio(i) " * * Ano(n) = 0 lorsque o # Idp. Il nous reste

donc dans la somme que la permutation identité et ainsi det(A) = aj1a92 - - - Apn.
O]

Exemple 4.7. Nous avons

5 3 48 300 0
02 10 2 2 0 0
00 —1 o= 770 et | o4 5 =180
00 07 230 6

Définition 4.5. Etant donné une permutation o de n

> 1 2 ... (n—-1) n
~\o(1) o(2) ... on—=1) o(n))’
alors la permutation inverse de o, notée o', est I'unique permutation tel que

o~1(i) = j si et seulement si o(j) = i. En d’autres mots, la permutation o~
est obtenue en lisant de la ligne du bas vers celle du haut la permutation o.
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Exemple 4.8.

G ,_(1234567 o o1 _ (12 6 7
T35 26 71 4)° 7 ~\6 3 4 5)°

Proposition 4.2. Soit une matrice carrée A et sa matrice transposée A™'. Alors

345
17 2
det(A) = det(AT).

Preuve. Ecrivons les matrices en jeu

ai; a2 ... alj e A1n
asr a2 ... agj e a2,
A =
;1 a2 ... [£77 Qin,
_anl p2 ... Qpj ... Qnn |
et
b11 blg . blj . bln
b21 b22 N bgj e bgn
AT = | - ’ . ’ ol b;; = aj; pour tout i, j.
bﬂ big e b,‘j ce bm J J
bn1 bp2 oo bnj oo ban

Si nous calculons le déterminant det(A”) de la matrice transposée A’ alors

det(AT) = Z Sgn(g)bla(l)bZU(Q) T bno’(n)

ceG,

= Z Sgn(a)aa(l)laa(Q)Q ©Qo(n)n
O'EGn

= > 59n(0)a15-1(1)820-1(2) *** Ano—1(n)
ceG,

Il faut noter que £(c) = (o~ 1) et sgn(c) = sgn(c~!). En effet, s’il y a une

inversion i < j dans o, alors il y a une inversion o(j) < o(i) dans o~!, car nous

avons
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Donc
det(AT) = > sgn(c™)ai,-1(1)020-1(2) * * Ano-1(n)
oeG,
= Z Sgn(ail)alafl(l)a&r*l@) ©po—1(n)
o~ les,
= Z Sgn(a)ald(l)QQU(Q) *Qpo(n) = det(A)
ceG,

4.2 Opérations élémentaires de ligne ou colonne.

Nous allons maintenant décrire 1’effet des opérations élémentaires de ligne et
de colonne sur le déterminant de la matrice A. Nous avons décrit les opérations
élémentaires de ligne a la définition 2.4 au chapitre 2. Celles-ci étaient nécessaires
pour résoudre les systemes d’équations linéaires. Pour le calcul du déterminant, il
est aussi possible d’utiliser des opérations élémentaires de colonne.

Définition 4.6. Une opération élémentaire de colonne sur une matrice A consiste
a modifier la matrice A pour obtenir une nouvelle matrice A’ pour laquelle toutes
les colonnes sont les mémes sauf une ou deux colonnes. Il y a trois opérations
élémentaires :

1. Remplacer une colonne par un multiple non nul de celle-ci, plus exactement
nous remplagons la ¢ '™ colonne C; par la 7 '*™ colonne C; multiplié par le
scalaire o # 0. Nous noterons cette opération par C; «— aC;.

2. Intervertir deux colonnes, plus exactement nous intervertissons la jeme oo
lonne C; et la j ™ colonne Cj. Nous noterons cette opération par C; «—
Cj.

3. Remplacer une colonne par cette colonne a laquelle nous avons ajouté un
multiple d’une autre colonne, plus exactement nous remplagons la ¢ '““™¢ co-
lonne C; par la somme de la ¢ '™ colonne C; et de « fois la j'“™® colonne

Cj, ot i # j. Nous noterons cette opération par C; <— C; + aC}.

Nous pouvons maintenant énoncer 1’effet d’une opération élémentaire sur le
déterminant.

Proposition 4.3. Soit une matrice carrée A et la matrice A’ obtenue de A apres
I’opération élémentaire de ligne ou de colonne Op

AP a0



86 CHAPITRE 4. DETERMINANTS

Alors la relation entre les déterminants de A et A’ est présentée dans le tableau
suivant :

Opération élémentaire det(A’) estégal a | det(A) est égal a

Li«— Lj,oui#j —det(A) —det(A)

Ci «— Cj,oui #j —det(A) —det(A)

L; +— aL;,oua #0 adet(A) (1/c) det(A")

Ci +— aCj,oua#0 adet(A) (1/c) det(A")
Li<— Li+alj,oui#j det(A) det(A")
Ci«— Ci+aCj,oui#j det(A) det(A")

Tableau 4.1 — Déterminants et opérations élémentaires

Remarque 4.5. Nous ne démontrerons pas cette proposition, mais nous allons
seulement indiquer ce qui est en jeu dans la preuve. A cause de la proposition 4.2,
il suffit de démontrer la proposition pour les opérations élémentaires de ligne et les
formules pour les opérations élémentaires de colonne découlent de celles-ci.

L’élément essentiel dans la preuve du fait que det(A’) = — det(A) lorsque

nous effectuons 1’opération L; <— L; est que si nous considérons une permuta-
tion
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et la permutation
(1 2 i . (-1 o
S \o(1) o(2) ... o(j) ... o) ... o(n—=1) o(n)
obtenue en transposant les valeurs o (i) et o(j) de o, alors (¢(c”) — ¢
entier impair et sgn(c’) = —sgn(c). Par exemple sii = 3, j = 8,

/123 4 56789 10
77\4 821091365 7)°

U,_12345678910
4 86 10 913 25 7
alors £(o) = 22 et £(0’) = 25, ainsi £(c’) — £(o) = 3 est impair, sgn(c) = 1 et
sgn(o’) = —1.

L’élément essentiel dans la preuve du fait que det(A’) = adet(A) lorsque
nous effectuons 1’opération L; «— aL; est que chacun des termes

et

0,10(1)0,%(2) o ‘alna(n)

apparaissant dans la somme définissant le déterminant det(A’) contient une seule
entrée de la ligne L; et celle-ci est I’entrée correspondante de A multipliée par o.

Finalement 1’élément essentiel dans la preuve du fait que det(A’) = det(A)
lorsque nous effectuons I’opération L; <— L; + «L; est qu’une matrice carrée M
ayant deux lignes identiques a un déterminant nul. En effet, il suffit d’interchanger
ces deux lignes identiques, alors la matrice M demeure inchangée, mais son déter-
minant det(M ) est multiplié par —1 par ce que nous avons obtenu précédemment.
Donc det(M) = — det(M) et ceci est possible seulement si det(M) = 0.

Nous pouvons utiliser la proposition 4.3 pour calculer le déterminant d’une ma-
trice en effectuant des opérations élémentaires de ligne ou de colonne pour obtenir
une matrice triangulaire supérieure ou inférieure. Pour chacune de ces opérations
nous savons ’effet sur le déterminant, cet effet est donné par la colonne de droite
du tableau 4.1. A cause de la proposition 4.1, nous savons calculer le déterminant
d’une matrice triangulaire et nous complétons ainsi notre calcul.

Nous allons maintenant illustrer ceci dans des exemples.

Exemple 4.9. Calculons le déterminant de la matrice A :

2 3 0 -3
0 5 10 =5
1 -3 0 4
0 4 3 0

A=
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Nous avons
2 3 0 -3 1 -3 0 4
0 5 10 =5 0 5 10 =5
det(A)=1 5 o 4= 2 3 0 -3
0 4 3 0 0 4 3 0

par I’opération L; +— Lg3. Cette opération change le signe du déterminant.

1 -3 0 4
0 5 10 -5
det(A)=—19 g o _11
0 4 3 0

par 'opération L3 «— L3 — 2L;. Cette opération ne modifie pas le déterminant.

1 -3 0 4
0 12 -1
det(A) =510 g ¢ _11
0 43 0

par I’opération Ly <— (1/5)Lso. Cette opération modifie le déterminant et pour
préserver 1’égalité, il faut multiplier celui-ci par (1/5)~! = 5.

1 -3 0 4
0 1 2 -1
det(A) = -5 0 18 _9
0 4 3 0

par opération L3 <— L3 — 9Ls. Cette opération ne modifie pas le déterminant.

1 -3 0 4
0 1 2 -1
et A)==5l o 18 9
0 0 -5 4

par I’opération Ly +— L4 — 4L5. Cette opération ne modifie pas le déterminant.

1 -3 =36 4
o 1 1 -1
o 0 0 =2
0 0 —41 4

det(A) = -5
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par ’opération C'3 «+— C3 — 9. Cette opération ne modifie pas le déterminant.

1 -3 -36 4
0o 1 11 -1
0 0 —41 4
0O 0 0 =2

det(A) = (=5)(-1)

par I’opération L3 <— L,. Cette opération change le signe du déterminant. Nous
avons une matrice triangulaire. Donc det(A) = (—5)(—1)(1)(1)(—41)(-2) =
410.

Exemple 4.10. Calculons le déterminant de la matrice

2 4 -4 0
3 5 1 2
A 0 6 10
3 -1 4 1
Nous avons
2 4 -4 0 2 4 -4 0
3 5 1 2 -3 7 =70
det@=1 6 10 0 6 10
3 -1 41 3 -1 41
par 'opération Lo <+— Lo — 2L4. Cette opération ne modifie pas le déterminant.
2 4 -4 0
-3 49 0 0
det(A) = 0 6 10
3 -1 41

par I’opération Lo <— L9 4 7L3. Cette opération ne modifie pas le déterminant.

2 28 0 0
—3 49 0 0
det(A)=1 o 6 1 ¢
3 -1 4 1

par I’opération L <— L; 4 4L3. Cette opération ne modifie pas le déterminant.

2 00 0
3 91 0 0
det(A)=1 o 6 1 9
3 -43 4 1

par I’opération Cy <— (5 — 14C. Cette opération ne modifie pas le déterminant.
Nous avons une matrice triangulaire. Donc det(A4) = (2)(91)(1)(1) = 182.
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4.3 Développement de Laplace

Il existe d’autres approches pour calculer le déterminant d’une matrice carrée.
Une de celles-ci est le développement de Laplace du déterminant.

Définition 4.7. Etant donné une matrice carrée A de format n x n et 4, j deux
entiers tels que 1 < 4,5 < n. Alors le mineur de A a la position (7, j) est la
sous-matrice de A de format (n — 1) x (n — 1) obtenue de A en enlevant la ligne 4
et la colonne j. Nous noterons ce mineur par M;;(A). Le cofacteur de A d’indice
(i,7) est le nombre a;;(A) = (—1)" det(M;;(A)).

Exemple 4.11. Si A est la matrice de format 3 x 3 suivante :
2 -1 5
A=14 0 7
3 =21
alors le mineur de A a la position (2, 3) est la matrice de format 2 x 2

2 -1
M23 (A) - |:3 _2:|
et le cofacteur de A d’indice (2, 3) est

azs(A) = (—1)*+ — —((2)(=2) - (~1)(3)) = 1

2 -1
3 -2

Nous pouvons maintenant présenter une autre approche pour le calcul du dé-
terminant.

Proposition 4.4. (Développement de Laplace) Soit une matrice carrée A de for-
matn X n.

(a) (selon la ligne L;) Si i est un entier tel que 1 < 1 < n, alors
det(A) = a1 (A) + apaia(A) + - + aimain(A)
= (—1)”1@1'1 det(Mﬂ(A)) + (—1)i+2ai2 det(MiQ(A))
+ o (=) ay, det (M (A))

(b) (selon la colonne C}) Si j est un entier tel que 1 < j < n, alors

det(A) = arjon;(A) + agjag;(A) + - + anjan;(A4)
= (—1)1+ja1j det(Mlj(A)) + (—1)2+ja2j det(MQj(A))
+ 4 (=) gy det(M(A))



4.3. DEVELOPPEMENT DE LAPLACE 91

Preuve. Nous allons seulement illustrer ce qui est en jeu dans la preuve. Rappelons
que si A est la matrice

ail a2 ... alj N A1n
a1 a2 ... az; ... aAon
A= ' ,
a1 a2 Qi Qin
|Anl An2  -.. Qnj ... dnn|

alors son déterminant det(A) est

Z Sgn(a)alo(l)aQU(Q) * Qpg(n)
oSG

Pour démontrer (a), il nous faut regrouper les permutations ¢ selon la valeur de
o(i). Donc

Z Sgn(a)alo(l)aQU(Q) * Qnpo(n)
ceEG,

= Zaij Z SgN(0)a15(1)020(2) * * * A(i—1)a(i—1)A(i+1)a(i+1) * * * no(n)
R
o(i)=j

Pour conclure la preuve, il faut vérifier que la somme

D sgn(0)a10(1)020(2) * * A= 1)a(i—1) Uit D)o (i+1) *** Cner(n)

€6,

o(i)=j
est a un signe pres le déterminant d’une matrice. Pour cette derniere preuve, il
faut associer a une permutation o €€ S, telle que o(i) = j : une permutation
o' € &,,_1 et comparer le signe de ces deux permutations. Nous allons illustrer
ceci dans des exemples. Il s’agit de permuter des images de o de facon circulaire
pour obtenir une permutation & telle que 7 (j) = j et ensuite, en notant que n — 1
élements sont permutés par 7, a savoir {1,2,...,n} \ {j}, d’associer a & : une
permutation o’ € &,,_1. Cette association est telle que sgn (o) = (—1)" 7 sgn(o’).
Dans ce qui suivra 7 = 5 et nous considérons différentes valeurs de j.

Sij=1,
/12345678
7386 41257
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alors la permutation

(1 2 456 7 8
7=\1 3 6 4 2 5 7

et est obtenue en décalant d’une colonne vers la droite les images de o pour le
sous-ensemble {1,2, 3,4} et en posant I'image o(5) = 1 de 5 sous 1. Alors

, (1234567
7\ 75 31 4

en posant 0’(i) = (i + 1) — 1 pour i = 1,2,...,7. Dans ce cas, {(c) = 14,
{(c") =10 et sgn(c) = 1, sgn(c’) = let sgn(o) = 1 = (—1)'TPsgn(a’).

Sij =3,
(12 3 78
"_724 8 6

5 1 2 3 456 8
S \7 2 3451 6
et est obtenue en décalant d’une colonne vers la droite les images de o pour le
sous-ensemble {3, 4} et en posant 'image ¢(5) = 3 de 5 sous 3. Alors

(1234567
“\6 234175

3
8

(@)

alors la permutation

en posant
a(1), sii<3eta(i) <
. a(i) —1, sii<3eta(i) >
o(i) =19 _ .
a(i+1), sii>3eta(i+ )
g(i+1)—1, sii>3eta(i+1)>

Dans ce cas, {(0) = 13, l(c’) = T et sgn(c) = —1, sgn(c’) = —1 et sgn(o) =
1= (—1)*sgn(o).
Sij=8,
5 6 7 8
8 3 6 7)

alors la permutation
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et est obtenue en décalant d’une colonne vers la gauche les images de o pour le
sous-ensemble {6, 7,8} et en posant I’image o(5) = 8 de 5 sous 8. Alors

en posant 0’(i) = o(i) pour ¢ = 1,2,...,7. Dans ce cas, £(o) = 7, {(c) = 4 et
sgn(o) = —1, sgn(o’) = let sgn(c) = —1 = (—=1)%sgn(d’).
O

Exemple 4.12. Soit la matrice carrée

0 2 -3

-1 2 0 3

A= 1 5 -3 4
-2 0 1 2

Calculons le déterminant det(A) de A en utilisant le développement de Laplace
selon la deuxieme colonne. Donc

-1 0 3 2 -3
det(A) =0x (=)' 1 =3 4]+2x(-1)**2| 1 -3 4
-2 1 2 -2 1 2
3 2 -3 3 2 -3
+5x (=1)*2 -1 0 3|+0x(-D*"|-1 0 3
-2 1 2 1 -3 4
par ce développement de Laplace.
3 2 -3 3 2 -3
det(A) =2 x (=1)*T2| 1 =3  4[+5x (=1)*2|-1 0 3|.
-2 1 2 -2 1 2

Nous avons vu comment calculer le déterminant de matrice de format 3 x 3 a
I’exemple 4.5. Nous obtenons alors

3 2 =3
1 =3 4 =(3)(=3)2)+2)4)(=2)+ (=3)(1)(1))
-2 1 2
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“ 3 2 =3
—1 0 31 =((3)(0)(2) + (2)3)(=2) + (=3)(=1)(1))
-2 1 2

— ((=3)(0)(=2) + B)B)(1) + (2)(=1)(2))
=14

Finalement nous obtenons que
det(A) =2 x (=35)+5x (—1)(—14) = 0.

Nous pouvons évaluer le déterminant d’une matrice en utilisant a la fois des
opérations élémentaires de ligne et/ou de colonne et le développement de Laplace.
C’est ce que nous allons maintenant illustrer.

Exemple 4.13.
-2 01 3 0 0 01 0 O
4 3 2 -1 0 8 3 2 -7 0
5 -1 0 2 4=/5 -1 0 2 4
2 -1 2 -5 -1 6 -1 2 —-11 -1
1 3 0 1 6 1 3 0 1 6

par les opérations C; «— C1 + 2C5 et Cy <— Cy — 3C3. Ces opérations ne
modifient pas le déterminant. Si nous utilisons le développement de Laplace selon
la premiére ligne, nous obtenons alors

0 0 1 0 0
8 3 2 -7 0 ? f _; 2
5 -1 0 2 4 :(1)(—1)1+36 _1 g 1
6 —1 2 —11 -1 L3 L6
1 30 1 6

Nous pouvons poursuivre en effectuant des opérations élémentaires de ligne.

8§ 3 =7 0 8§ 3 =7 0
1430 —1 2 4 129 -5 —42 O

M=) 6 —1 —11 —-1| |6 -1 —11 -1
1 3 1 6/ |37 =3 —65 0

par les opérations Lo <— Lo + 4L3 et Ly <— Ly + 6L3. Ces opérations ne
modifient pas le déterminant. Si nous utilisons le développement de Laplace selon
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la quatrieme colonne, nous obtenons alors

8§ 3 =7 0

8 3 -7
22 :? :ﬁ _(1) = (=1)(=1)*™ 29 —5 —42
37 -3 —65

37 =3 —-65 O

Nous avons vu comment calculer le déterminant de matrice de format 3 x 3 a
I’exemple 4.5. Nous obtenons alors

-2 01 3 0

4 3 2 -1 0

5 -1 0 2 4= ((8)(=5)(~65) + (3)(~42)(37) + (~7)(29)(-3) )
-1 2 -5 -1

1 30 1 6

= ((=7)(=5)(37) + (8)(~42)(~3) + (3)(29)(~65) )
= 1899

4.4 Déterminant et inverse

Dans cette section, nous voulons étudier la relation entre le déterminant d’une
matrice carrée et le fait qu’elle soit inversible. Il nous faut premierement noter que
le déterminant d’un produit de matrices carrées est le produit des déterminants de
ces facteurs. Ensuite nous serons en mesure de vérifier que si une matrice carrée A
est inversible alors son déterminant det(A) n’est pas nul. Nous verrons par la suite
que ceci caractérise les matrices inversibles.

Proposition 4.5. Soit M, et My deux matrices carrées de méme format. Alors
det(MlMg) = det(Ml) det(Mz).

Preuve. Nous allons illustrer une preuve de ce résultat dans le cas ou les matrices
sont de format 2 x 2, mais cet argument peut facilement étre généralisé. Soit

all a2 0 0

ail a2 bi1 b1 a1 az 0 0
M, = My = t M=
! [am a22:| e [521 522] ¢ -1 0 b1 b2

0 —1 bar b2

Il faut premiérement noter que det(M) = det(M;) det(Msz). Premiérement no-
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tons
€11 C12 €13 Ci4 ajiy a2 0 0
M= |62t €2 c23 caa| _ |a21 a2 0 0
€31 €32 €33 C34 -1 0 b1 b2
Ci1 C42 €43 Cl4 0 =1 b boo

Si nous considérons une permutation o € G4

o 1 2 3 4
- \o() o(2) o(3) o(4)
alors, a cause des entrées qui s’annulent dans M, nous aurons ¢14(1)C20(2)C35(3)Co(4) =

Osaufsio(l) € {1,2},0(2) € {1,2},0(3) € {3,4} et 0(4) € {3,4}. Donc pour
calculer le déterminant de M, il y a seulement 4 permutations a considérer

6S_1234 1 2 3 4 1 2 3 4 1 2 3 4
752 1\t 23 4)0\2134)°\1 2432143

Si nous notons

g [(1 23 4) (1234
1\ 2 3 4/)0\21 3 4
et

g [(1 23 4) (1234
"1\ 2 3 4)°\1 2 4 3

S peut étre vu comme le produit cartésien S’ x S” de la fagon suivante : si
o' € S eto” € S” alors

1 2 3 4 g
(O'/(l) 0/(2) O_//(3> 0'”(4)> = X e S

et réciproquement si o € S, alors

<0(11) 0(22) g j)es’ et G 3 Ué) 0?4)>€S”

Cette association (0/, 0”) — o’ x ¢” € S est une bijection (correspondance un-a-
un des éléments des deux ensembles). 11 est facile de vérifier que sgn(o’ x o) =
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sgn(o’)sgn(c”). Nous obtenons que

det(M) = Z 891(0)C10(1)C20(2)C30(3) Cdo(4)
geSs

/ 7
= E sgn(o’ X 0")C141(1)Ca0"(2) C307 (3)Cao™ (4)
o'eS! o!"eS"

= Z Z 59”(0,)59”(0”)@10'(1)6120'(2)530”(3)540”(4)

UIES/ O-I/ES//
= > sgn(0))are)az0r2) > 590" )bsorn(3)baora)
O—/ES/ O—/IES//

= det(Ml) det(Mg)

Mais nous pouvons aussi calculer le déterminant de M en effectuant des opéra-
tions élémentaires de ligne. Si nous effectuons les 4 opérations suivantes : L; <—
L1 +a11Ls, Lo <— Lo+ ag1Lsg, L1 <— L1 +a1aL4 et Ly <— Lo+ agoLy. Ces
quatre opérations élémentaires ne modifient pas le déterminant. Donc

0 0 (ai1bi1 + aizb21) (a11bia + a12b22)
0 0 (a21bi1 + a2b21) (a21bia + azaba2)

det(M) =
—1 0 b11 b12

0 —1 b1 bao
Si nous notons

(@11b11 + a12b21)  (a11b12 + a12b22)
d11 d12:| _

MMy = [dm da2

(a21b11 + a22b21)  (a21b12 + azeba2)

nous avons utilisant le développement de Laplace a deux reprises par rapport a la
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premiere colonne a chaque fois que

0 0 dy1 dio
0 din di2
0 0 do1 dao
det(M): :(—1) 0 do1 doo
-1 0 b1 bre

—1 ba1 o
di1 dio
— (—1)(=1) — det(M, M)
do1  da2
Donc det(MlMQ) = det(Ml) det(M2>. ]

Nous avons alors comme conséquence de ce dernier résultat le corollaire sui-
vant.

Corollaire 4.1. Soit une matrice carrée A. Si A est inversible, alors son déter-
minant det(A) ne s’annule pas, c’est-a-dire que det(A) # 0 et le déterminant
det(A~1) de son inverse A~! est

1

det(A™) = det(A)

Preuve. En effet, si A est inversible, alors il existe une matrice carrée A1 telle que
AA™Y = A7'A = I, ot A est de format n x n. Par la proposition précédente,
nous avons det(A) det(A~!) = det(AA™1) = det(I,,) = 1, car I,, est une matrice
triangulaire dont les entrées sur la diagonale principale sont toutes égales a 1. Donc
det(A) # 0 etdet(A~1) = 1/ det(A). Cest ce que nous voulions montrer. O

Exemple 4.14. Le déterminant de la matrice A

30 2 -3

-1 2 0 3

A= 1 5 -3 4
-2 0 1 2

calculé a I’exemple 4.12 est nul. Conséquemment A n’est pas inversible
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Nous allons maintenant montrer la réciproque, c’est-a-dire que si le détermi-
nant det(A) de A est différent de 0, alors A est inversible. De plus nous donnerons
une formule pour I’inverse comme nous I’avions fait a I’exemple 1.19 du chapitre 1

pour les matrices de format 2 x 2.

Définition 4.8. Soit une matrice carrée A de format n x n. La matrice adjointe de
A, notée adj(A) est définie comme étant la transposée de la matrice des cofacteurs

de A, c’est-a-dire

0411(14) alg(A) . Ozln(A)
a1 (A) ag(A) ... ag,(A
adi(A) — 21.( ) 22:( ) 2:( )
an1(A) ap2(A) ... apn(A)

Rappelons que a;;(A) = (—1)"7 det(M;;(A)).

Exemple 4.15. Si A est la matrice
2 -1 5
4 07
3 -2 1

alors sa matrice adjointe est définie par

07 4 7 4 0
-2

—_
w
—
w
|
[\

14
adj(A) = |— - =|-9

-7
-1 5 125 2 -1
L 07 4 7 4 0]
Donc
14 -9 -7
adj(A) = |17 —-13 6
-8 1 4
Nous pouvons observer que
2 -1 5 14 -9 -7 -29
Aadj(A)=14 0 7 17 =13 6| = 0
3 =2 1| |-8 1 4 0

T

17
—13
6

—29
0

-8

—29
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et que
14 -9 -7]1[2 -1 5 —29 0 0
adj(A)A= |17 —-13 6| |4 0 7| =] 0 —-29 0
-8 1 4|3 —2 1 0 0 —29

De plus le déterminant de A est

W = N
N O =

5
7 = ((2)(0)(1) + (=1)(7)(3) + (5)(4)(=2))
-2 1
= ((5)(0)(3) + (2)(7)(=2) + (=1)(4)(1))
=29

Dans cet exemple, nous avons donc que A adj(A) = adj(A) A = det(A)Is. Ceci
est un fait général.

Proposition 4.6. Soit A une matrice carrée de format n x n. Alors
Aadj(A) = adj(A) A =det(A)I,

Preuve. Apres avoir multiplié A adj(A), il faut noter que les entrées du produit
sont des déterminants en utilisant le développement de Laplace. Pour les entrées
qui ne sont pas sur la diagonale principale, il s’agit de déterminants de matrice
ayant deux lignes ou colonnes identiques. Nous allons démontrer ce résultat pour
n = 3.
Si A est la matrice

a1l a2 a13

az1 a2 a3,

azy as2 ass

alors
_ - T
G2 Q23|  |G21 @23 a1 Qa2
a3z2 ass a3zl ass a3zl asg
. a2 ai ail ai ailp aig
adj(A) = |- ’ -
aszz2 ass asyp ass asyp asg
ai2 aiz| |11 a13 ailp ai2
L |G22 423 a21 Aa23 a21 a22]]
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Donc A adj(A) est égal a
ail a1z az| (a1 @iz az| |ail a2 a3
a| a2 az3| |G11 G12 13| |d21 422 G23
azi ag2 asz| [a31 azz asz| |ail a2 a3

a1 Q22 Q23 a1l aiz2 ais a1l aiz2 ais
a1 a2 a23 a21 a2 a23 a1 a2 a23
az1 asz2 ass az;r asz2 ass a21 Q22 Aa23

azr asz2 ass ai; a2 ais ai; a2 ais
a1 Qa2 Qa3 asyp asz2 ass a1 Q22 Qa3
a31p asz2 ass a31 asz2 ass a31p asz2 ass

et cette dernieére matrice est det(A)Is. Nous pouvons illustrer pourquoi par exemple
les entrées sur la ligne 1 aux colonnes 1 et 2 sont bien celles ci-dessus. Les autres
sont obtenues de fagon similaire.

Pour I’entrée a la ligne 1 et colonne 1 du produit A adj(A), nous aurons

ail a2 aig
= |a21 G22 a3
azyp asz2 a3

a1 a2
aszy as2

a21
asi

Q22 a23
asz2 as3

ai — a12

a23
+ a3
33

en utilisant le développement de Laplace selon la ligne L;.
Pour ’entrée a la ligne 1 et colonne 2 du produit A adj(A), nous aurons

a1l a2 ai3
= |G11 a2 ai3
az1 asz2 as3

a1l ai2
asyp as2

a11 a3
asy aszs

aio
a32

—an

a
13 +a
33

en utilisant le développement de Laplace selon la ligne Ls.
Tous les déterminants qui ne sont pas sur la diagonale principale sont ceux de
matrices ayant une ligne apparaissant deux fois et conséquemment sont nuls.
O

Conséquemment nous avons

Corollaire 4.2. Soit une matrice carrée A de format n x n. Si le déterminant
det(A) # 0, alors A est inversible et son inverse A~1 est

_ 1 .
ATl = Madj(fl).
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Preuve. En effet, Aadj(A) = adj(A) A = det(A)1, et

1 . 1
et () "I = am

A adj(A) A = I,,.

Ceci montre que A est inversible et son inverse est bien

1
ATl = dj(A).
der(a) "I
O
Exemple 4.16. La matrice A
2 -1 5
4 0 7
3 -2 1

de I’exemple 4.15 a comme déterminant (—29) # 0 et elle est alors inversible.
Nous avons déja calculé sa matrice adjointe et ainsi I’inverse de A est

14 -9 -7
Al = adj(A) = — | 17 13 6
det(A) —29 _8 1 4

Corollaire 4.3. (Regle de Cramer) Soir une matrice carrée A de format n X n
dont le déterminant det(A) # 0 et une matrice B de format n x 1. Alors le systéme
de n équations linéaires a n inconnues : xi, xa, ..., T, Suivant

X1
x2
AX =B on X=

Tn

a une et une seule solution

S1
S2
Xo=|.
Sn
ou
5 — det(Aj)
7 det(A)

oil A; est la matrice obtenue de A en remplagant la j° colonne de A par B.
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Preuve. En effet, parce que det(A) # 0, alors A est inversible et

_ 1 .
ATl = det(A)adJ(A)'

Comme A est inversible, le systtme AX = B a une et une seule solution

Xo=A"'B= detl( 7y adj(A)B
0411(14) 0112(14) e Oéln(A) r bl
- 1 agl(A) a929 (A) e A2n (A) b2
~ det(4) : ; - : :
an1(A) an2(4) ... apn(4) b,

Nous obtenons donc que

Oélj(A)bl + O[Qj(A)bQ +---+ Oénjbn . det(Aj)
det(A ~ det(A)

Sj:

en utilisant le développement de Laplace selon la 5™ colonne pour le calcul du
déterminant de A;.

O]

Exemple 4.17. Considérons le systeme d’équations linéaires suivant :

1 4 -5 T1 9
-2 1 0 To| = 3 (*)
0 3 2 T3 —2
Ici le déterminant
1 4 =5
=2 10/ = ()1)2)+ (9)(0)(0) + (-5)(-2)(3))
0 3 2

Donc (*) a une et une seule solution

S1
Xo = | S2
53
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ou
5 4 —5
31 0
—2 3 2|  _g9
o= 48 ~ 48
1 5 —5
2 3 0
0 —2 2| ¢
52 = 48 48
et
14 5
21 3
0 3 —2| _57
%= 48 T

Nous pouvons facilement vérifier que X est bien une solution. En effet,

1 4 —5] [—69/48 (—69 + 24 + 285) /48 5
21 0 6/48| = (138 + 6) /48 =] 3
03 2| |-57/48 (18 — 114)/48 —2

Nous pouvons conclure cette section avec une application de la regle de Cramer
au probléme d’interpolation présenté a la section 2.4 du chapitre 2. Rappelons de
quoi il s’agit.

Etant donné une fonction f(x) pour laquelle nous connaissons n + 1 valeurs :
f(zo), f(z1), f(22),..., f(xy) aux (n + 1) points distincts : zo, 1, T2, ..., Tn,
nous cherchons & déterminer un polynéme P(z) = ag + a1z + agz? + - - - + a,x"
de degré n pour lequel P(xg) = f(xo), P(x1) = f(z1),...,P(zn) = f(zn).
Une fois ce polyndme P(z) obtenu, nous pouvons interpoler la fonction f(z) au
point z = « par P(«). Nous voulons donc déterminer les (n + 1) coefficients ag,
ai,...,an tels que

a0+a1xo+azx%+---+an$g = f(wo)
ag + a1xq —I—agx%—l—--'%-anff = f(z1)

(®)

ag + a1z, + (1217% + -+ anz) = f(zo)
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Proposition 4.7. Soit (n + 1) points distincts : xo, X1, X2, ..., ZTy. Alors le déter-
minant de la matrice ~ _
1 =z :p% ooz
1 oz 23 ... af
1 zo a5 ... af
0w 2 an

est égal au produit
(x1 —x0) (w2 —20) ... (Tn —x0) (w2 — 1) (X3 —21) . .. (TYy — 1) ... (T — Tp—1).

Ceci est écrit sous la forme abrégée
I @—=)
0<i<j<n
oit [ [o<ij<n(®j — x:i) signifie faire le produit des (xj — x;) sur toutes les paires
(i,7) telles que 0 < i < j < n. De plus ce déterminant est # 0.

Preuve. 11 suffit d’effectuer les opérations élémentaires C'; «— C; — 29Cj_1 en
débutant avec (41 jusqu’a la colonne Cs. Ces opérations ne modifient pas le
déterminant. Nous obtenons donc

1 xg x% R 1 0 0 . 0

1 @ 22 ... 2} 1 x1—2z9 zi1(xr1 —m) ... x?_l(acl — )
1wy 23 ... 2B —|1 xo—m0 x2(x2 —20) ... xg_l(xg — )
1z, 22 ... 2" 1 zp—20 Zn(zn—20) ... 27 Yx, —20)

Maintenant en utilisant le développement de Laplace selon la premiere ligne et
ensuite les opérations élémentaires de lignes L; «— (x; — xo)_lLi, nous obtenons

1 x9 33% Sz
1 oz 23 ... af
1z a5 ... af|—

1z, 22 Ty

1 o 22 2!

2 n—1

1 zo 3 T

(x1 — 20) (22 — T0) - - - (TR — X0) .. .

1z, 22 a1
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Par récurrence nous connaissons le déterminant

1 oz a2} ... o
2 n—1

1 m x5 ... x4

1z, 22 ... 2!

et nous complétons ainsi la preuve. Le déterminant est # 0, car les (n + 1) points
g, X1, T2, . .., Ty sont distincts. O

Nous pouvons maintenant déterminer 1’'unique polyndéme P(x) tel que P(x) =
aop + a1z + azx?® + - - + a,z" de degré n pour lequel P(zg) = f(x0), P(z1) =

f(z1),..., P(xy) = f(zy). En effet, comme les n + 1 points sont distincts, nous
avons que

1 zo a3 ... af

1 = xi oo o}

1 x5 ... 25| — H (xj—xi)#()

oo : 0<i<j<n

2
1z, a7 ... z}

et alors le systeme () a une et une seule solution et le coefficient a; de la puissance
xJ apparaissant dans le polyndme P(z) sera

i—1 j+1
xo xy ... T X flzo) ) . zf
T - 3:]1'71 f(x1) :U];rl .
zo w3 ... bt f(x) 2yt L ol
i—1 +1

a; =
’ Hogi<j§n($j — )

par la regle de Cramer.

Exemple 4.18. Si nous reprenons I’exemple 2.14 du chapitre 2, nous voulons trou-
ver 1’unique polyndme P(z) de degré 3 tel que

P(0) = f(0) = 1;
P(0,25) = £(0,25) = 0,9689;
P(0,5) = £(0,5) = 0,8776;
P(0,75) = f(0,75) = 0,7317
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Ici le déterminant de la matrice

1 0 0 0
1 (0,25) (0,25)% (0,25)3
1 (05) (0,5 (0,53
1 (0,75) (0,75)% (0,75)3
est égal a
(0,25—0)(0,5— 0)(0,75—0)(0,5 — 0,25)(0,75— 0,25)(0,75 — 0,5) = — = —>_
) b b ) ) ) ) ) 9 - 210 - 1024

De ce qui précéde, ce polyndme sera de la forme P(z) = ag + a1z + agz? +

azx? et nous avons par la régle de Cramer

1 0 0 0
0,9689 (0,25) (0,25)% (0,25)3
0,8776 (0,5) (0,5)%2 (0,5)3
0,7317 (0,75) (0,75)%> (0,75)3

a0 = 3/1024 -
1 1 0 0
1 09689 (0,25)2 (0,25)3
1 08776 (0,5)2 (0,5)3
10,7317 (0,75)% (0,75)3| 0,01
a; = 3/1024 = =3~ = 0,003333333
1 0 1 0
1 (0,25) 0,9689 (0,25)3
1 (0,5) 08776 (0,5)3
1 (0,75) 0,7317 (0,75)3 1,572
2 3/1024 3 ’
1 0 0 1
1 (0,25) (0,25)% 0,9689
1 (0,5) (0,5)% 0,8776
1 (0,75) (0,75)% 0,7317
(g = (0,75) (0,75) 20’1792:0,059733333

3/1024

Noter que les résultats ici sont 1égerement différents de ceux obtenus a I’exemple 2.14
du chapitre 2. La raison est que dans ce dernier cas, nous avions arrondi nos résul-
tats dans les calculs et cette approximation modifiait nos résultats.
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Nous aurions pu procéder autrement pour obtenir le polynéme P(z). Nous
pouvons regrouper les puissances de x apparaissant avec le coefficient f(x;), c’est-
a-dire que nous pouvons exprimer P(z) sous la forme suivante :

P(z) = f(a:i)Pi(x).
i=0

I1 nous reste a déterminer P;(x). Nous allons illustrer ceci dans le cas ou il y a 3
points : xg, x1 et xg, ¢’est-a-dire n = 2. Par ce qui précede, nous avons

flxo) xo0 1 f(wo) «f 1 zo f(zo)
f(z1) = xi L f(z1) 55; 1z f(x)
T To T 1 T T 1 =z T
P(ZL‘): f( 2) 2 2 +z f( 2) 2 +x2 2 f( 2)
Mocicjen(@i — i) Tlocicjen(®s — i) Hocicjcn (@) — i)
_ f(xo) [a:l xi B ‘1 xi e 1 ml}
Hogiqgn(ﬁﬂj — ;) [|T2 23 1 x5 1z
n f(z1) [_ xo CL‘§ —l—x‘l $§ a1 ;vo]
HO§i<j§n(xj — ;) T2 Ty 1 a3 1 o
f(z2) Ty a2 1 23 2|1 xo
+H (x; —x;) ||* 22| T 22 Tz 1 =z
0<i<j<n\*y { 1 1 1 1

En utilisant le développement de Laplace selon la bonne ligne, nous obtenons que
les sommes apparaissant entre les crochets sont des déterminants de matrice de
format 3 x 3. Nous obtenons alors que

1 z 22
P(x) = /(o) 1 a2 a2
Hocicjn(®i =2 |1 4, 42
1 zp a?
f(z1) o
+ 1 = =z
Hocicjan(@i =) 11 40 02
1 zp a?
f(x2) ° 9
+ 1 =1 29
Hogiqgn(iﬂj — ;) 1z 22

Nous pouvons généraliser ce que nous avons fait précédemment et nous obte-
nons la proposition suivante.
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Proposition 4.8. Etant donné une fonction f(x) pour laquelle nous connaissons
n + 1 valeurs : f(xo), f(z1), f(z2),..., f(x,) aux (n + 1) points distincts :
X0, X1, T2, ..., Ty, alors il existe un et un seul polynome P(x) = ag+arz+asz?+
-+ +anx™ de degré n pour lequel P(xo) = f(xo), P(x1) = f(z1),..., P(zy) =
f(zy,). Ce polynome est égal a

1 =z ZE% ]
1 = x? xt
1 29 23 x5

' -1 Ti—1
1 =z 22 T
. 2 n
Loz 23y, - 2,
" 1 oz, 22 Ty
P(z) = f(x) 5 n
1z 23 xt
1 @y 23 xh

Remarque 4.6. Si nous utilisons la proposition 4.7 sur chacun des déterminants
apparaissant dans la derniére somme, nous obtenons une expression pour P(z)
appelée la formule d’interpolation de Lagrange, a savoir que

P(z) = Z () (x(x —xzo)(x—x1) ... (r —xi—1)(x — Tig1) ... (T — Tp)
=0

i —xo) (i —x) (1 — i) (T — Tig1) - (T — )

4.5 Exercices
Exercice 4.1. Soit la permutation
(12345678
7“4 2158736
Déterminer la longueur /(o) de o et son signe sgn(o).

Exercice 4.2. Soit les matrices suivantes :

1 -1 2 -1 11 0 -2
6 —1 _é_i_i -3 20 1 -10 4 2
450 g ] 0 -2 0 —1|° 03 -3 0

0 5 1 -2 39 -1 —6
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(a) Calculer le déterminant de chacune de ces matrices.

(b) Sila matrice est inversible, calculer son inverse en utilisant sa matrice adjointe.

Exercice 4.3. Soit le systtme d’équations linéaires suivant AX = B, ol

2 -1 —5 -1 1 2
41 0 4 e !
A=lo 3 0 —a|" X7 BT

0 7 -1 -3 24 0

(a) Calculer le déterminant de la matrice de la matrice A.

(b) En utilisant la régle de Cramer, déterminer I'unique solution de ce systéme
d’équations linéaires.

Exercice 4.4. Soit les matrices suivantes :

11 1 —1 2 2 0 —4
4 -2 é_?i -1 10 3 -1 0 4 2
-5 70’ _251’ 010 —2|’ 05 =5 0
0 3 2 —1 39 -1 —6

(a) Calculer le déterminant de chacune de ces matrices.

(b) En utilisant ce déterminant, indiquer si ces matrices sont inversibles.

Exercice 4.5. (a) Montrer que le déterminant

1 1
T To = ((EQ — :El).
(b) Montrer que le déterminant
1 1 1
r1 T2 XI3| = (iL'Q — :Bl)(lbg — .%'1)(.%'3 — xg).
o @3 3
(c) Montrer que le déterminant
rz —1 0
x —1| = (@ + az® + bz +¢).

¢c b (r+a)
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Exercice 4.6. Etant donné une matrice carrée A de format n X n, nous définissons
son polyndéme caractéristique comme étant Py () = det(A — x1,,). Soit A une
des matrices suivantes :

1 -1 2 -1 11 0 -2
6 —1 _(1)_?_;1 -3 20 1 -1 0 4 2
4 -5 o, Ll 0 -2 0 —1|’ 03 -3 0

0 5 1 -2 39 -1 —6

Ces matrices sont celles de 1’exercice 1 de la séance 7.
(a) Calculer le polyndme caractéristique Peye(x) pour A.

(b) Comparer le coefficient constant Pey(0) de Peyr(z) et le déterminant de A
calculé a I’exercice 1 de la séance 7.

(c) Comparer la trace Tr(A) de la matrice A et le coefficient de 2"~ ! dans le
polyndme caractéristique Py (x) ot la trace Tr(A) d’une matrice A est la
somme des entrées sur la diagonale principale.

(d) Calculer Py (A) pour A.
Exercice 4.7. Soit la matrice
=[]
Montrer que le polyndme caractéristique de A est
Pe(z) = det(A — zl) = 2° — (a + d)x + (ad — bc)
Exercice 4.8. Soit la matrice

Cc

A:

Q Q. Q

b
e
h 1

Montrer que le polyndme caractéristique Peyr(z) = det(A — x13) de A est

a b
d e

a ¢

(L
gZ

—x3+(a+e+i)x2—< L

) 2 + det(A)

Exercice 4.9. Soit la matrice symétrique

-l
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ol a, b, c sont des nombres réels. Montrer que les racines du polyndme caractéris-
tique de A

Peo(z) = det(A — zIy) = 2% — (a + ¢)z + (ac — b?)

sont des nombres réels. Rappelons que les racines du polyndme oz + B + 1, ol

a # 0, sont
—B £ /B2 —day
2a

Exercice 4.10. Soit une fonction f(z) telle que ses valeurs aux points 0, 1, 3 et
4 sont f(0) = 2, f(1) = 3, f(3) = —1et f(4) = —18. En utilisant la régle de
Cramer, déterminer 1’unique polyndme P () = ag + a1z + azx? + azx® de degré
trois tel que P(0) = f(0), P(1) = f(1), P(3) = f(3) et P(4) = f(4).



Chapitre 5

Géométrie vectorielle

Dans ce chapitre, nous allons premierement étudier les notions de vecteurs
dans le plan E? et I’espace euclidien usuel E? a trois dimensions. Nous étudierons
ensuite les droites et plans de I’espace a trois dimensions.

5.1 Géométrie vectorielle dans le plan et I’espace

Fixons une origine O soit dans le plan E?, soit dans 1’espace E3. Dans ce
qui suivra, 2 moins d’avis contraire, £/ désignera autant le plan E? que I’espace
euclidien usuel E3.

Définition 5.1. Pour chaque point P de F, nous pouvons lui associer le segment
de droite orienté reliant O a P. Nous noterons ce dernier par OP. C’est ce que
nous appellerons un vecteur géométrique. Ainsi un vecteur géométrique a une

longueur : la longueur du segment, noté ||OP|| et une direction : la droite conte-
nant le segment de droite, ainsi qu’un des deux sens possibles de cette droite. Nous
noterons I’ensemble de vecteurs géométriques de E par Vect(E)

Nous pouvons illustrer un tel vecteur géométrique en tragcant le segment de
droite et en 1’orientant par une fleche pour donner le sens.

Nous pouvons définir des opérations algébriques sur I’ensemble Vect(E) des
vecteurs géométriques.

Définition 5.2. Etant donné deux vecteurs géométriques O? et Oﬁ, alors nous
pouvons définir 1’addition au moyen de la regle du parallélogramme. Nous for-
mons le parallélogramme ayant comme cotés : OP et OQ). Ce parallélogrammme
aura pour sommets : O, P, () et S. Alors la somme de O? et OQ, notée OP+0O
est la diagonale de parallélogramme O? allant de O au quatrieme sommet S.

113
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FIGURE 5.1 — Exemple d’un vecteur géométrique

Nous avons illustré ceci dans la figure suivante.

FIGURE 5.2 — Addition de deux vecteurs

Définition 5.3. Etant donné un vecteur géométrique O—Zg et un scalaire «, alors
nous pouvons définir la multiplication de O P par «, notée aO.}>’, de la facon sui-
vante :

— sia > 0, alors aO? est 'unique vecteur dans la méme direction que O? et

de longueur « X ||OP|
— si a < 0, alors aO? est I’'unique vecteur dans la direction opposée a celle
de OP et de longueur |a] X Hﬁ”

Nous avons illustré ceci dans la figure suivante.

-10P 0 P 2 0P

FIGURE 5.3 — Multiplication par un scalaire

Il n’est pas difficile de vérifier que ces opérations satisfont les propriétés sui-
vantes.
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Proposition 5.1. Soit O?, @ et Oﬁ des vecteurs géométriques et o, 3 des sca-
laires. Alors

(a) ﬁ + @ = O@ + O?

(b) ((ﬁ;+@)+(ﬁ§:(ﬁ§+(@+(ﬁ§)

(© O—}% + O? = ﬁ ou O@ est 'unique vecteur de longueur 0.
(d) OP + (—1)0P = 00

(e 1 ﬁ’ = ﬁ%

9] a(O?—i—Oﬁ) :QO?-FO(O@

@ (a+B)OP = aOP + 5OP

() (aB)OP = a(BOP)

(i) 00P = 00

Définition 5.4. Etant donné n vecteurs géométriques OPj, OP,, ..., OP,, alors
nous disons qu’un vecteur géométrique de la forme

— s "
a10P; + asOP + - - - + o, OP,
est une combinaison linéaire de ces n vecteurs.

Nous avons illustré ceci dans la figure 5.4

OR +OP, +2 OR,

FIGURE 5.4 — Combinaison linéaire

Proposition 5.2. (a) Soit deux points Py, Py du plan E? tels que O, P, et P, sont
distincts et non colinéaires (ils ne sont situés pas sur une méme droite). Alors
tout vecteur géométrique ﬁ est une combinaison linéaire des vecteurs (_)?1
et OPy, c’est-a-dire qu’il existe des scalaires ¢y et co uniques tels que

OP = ¢;0P, + ¢;0P,.
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(b) Soit trois points Py, Ps, P3 de I’espace E3 tels que O, Py, Py et P5 sont dis-
tincts et non coplanaires (ils ne sont situés pas sur un méme plan). Alors tout
vecteur géométrique O P est une combinaison linéaire des vecteurs O Py, OP;
et OPs, c’est-a-dire qu’il existe des scalaires c1, co et c3 uniques tels que

O—}>) =c10OP; + 0Py + CgOP:;.

Preuve. (a) Nous pouvons considérer la droite App, contenant O et P; et la droite
Aopp, contenant O et P. Comme O, P; et P, sont non colinéaires, ces deux droites
sont distinctes. Nous pouvons tracer la droite A parallele a App, passant par
P, ainsi que la droite Ay parallele a App, passant par P. Nous aurons ainsi en
considérant les quatre droites : App,, Aop,, A1 et Ag un parallélogramme ayant
O, P, P, et P pour sommets. Par la regle du parallélogramme, nous obtenons
facilement qu’il existe des scalaires c; et co uniques tels que

O? = ClO—Pl> + CQO—P;.

(b) Nous pouvons considérer le plan IIp p, p, contenant O, P; et P, le planIlpp, p,
contenant O, P; et P et le plan Ilpp, p, contenant O, P, et P3. Comme O, P,
P, et P3 sont non coplanaires, ces trois plans sont distincts. Nous pouvons tracer
le plan II;9 parallele a Ilpp, p, passant par P, le plan II;3 parallele a Ilpp, p,
passant par P, ainsi que le plan I3 parallele a IIp p, p, passant par P. Nous aurons
ainsi en considérant les six plans : Ilpp, p,, llop, ps, Ilop, p;, 1112, 1113 et II23 un
parallélipipede ayant entre autres O, P;, P», P53 et P pour sommets. Par la regle
du parallélogramme, nous obtenons facilement qu’il existe des scalaires ¢, co et
c3 uniques tels que

O—f% = c10P) + c5s0Py + c30P5.

Nous avons illustré la construction décrite en (a) ci-dessous. ]

o>~ B ..
FIGURE 5.5 — Combinaison linéaire

Nous pouvons maintenant utiliser la proposition précédente pour associer des
matrices aux vecteurs géométriques.
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Définition 5.5. (a) Soit deux points P;, P, du plan E? tels que O, Py et P, sont
distincts et non colinéaires. Alors a tout vecteur géométrique 077, nous pou-
vons lui associer la matrice de format 2 x 1 définie par

(0P)s = [Cl}

C2

) , e
ol B désigne I’ensemble des deux vecteurs {OP;, 0P} et ¢1, co sont les
uniques scalaires tels que

OP = ¢;0P, + ¢;0P,

(b) Soit trois points Py, Py, P3 de I'espace E> tels que O, Py, P, et P3 sont dis-
tincts et non coplanaires. Alors a tout vecteur géométrique O P, nous pouvons
lui associer la matrice de format 3 x 1 définie par

(&1
0Ps = |2
3

. , . e e S
ol B désigne 1’ensemble des trois vecteurs {O P, OP,, OPs} et c1, c2, c3 sont
les uniques scalaires tels que

O? =c10P; + 0P, + c30P5.

La matrice [O.}>’]g est appelée la matrice des coordonnées de OP relative-
ment a 3. Nous disons que 5 est une base de I’espace E .

Remarque 5.1. La matrice [O ?’] B associée au vecteur géométrique (ﬁ dépend de
B, ainsi que de 1’ordre des vecteurs géométriques dans 1’ensemble 5. 11 faut donc
considérer B comme un ensemble ordonné.

Proposition 5.3. Soit B une base de I’espace E = E™ oun = 2 ou 3 et R est
[’ensemble des matrices de format n x 1 dont les entrées sont des nombres réels.
Alors la fonction

Vect(E) — R}  définie par OP —s [O?]B
est bijective. De plus nous avons

(0P + 0Q)s = [OP)s + [0Q]s et [aOP)g = a[OP]g

pour tout O?, @ € Vect(E) et € R.
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Preuve. Ceci est une conséquence facile des propriétés énoncées a la proposi-
tion 6.1. =

Remarque 5.2. Souvent la base B de E est choisi de fagon a ce que les vecteurs
géométriques la composant soient de longueur 1 et perpendiculaires (nous dirons
aussi orthogonaux) deux-a-deux entre eux. Dans une telle situation, nous dirons
que B est une base orthonormée. Une base orthonormée permet de faciliter cer-
tains calculs, comme par exemple la longueur d’un vecteur géométrique ou encore
I’angle entre deux vecteurs, mais il est parfois pratique d’utiliser une base qui n’est
pas orthonormée.

Nous avons illustré de telles bases ci-dessous.

p 90 degrés

FIGURE 5.7 — Base orthonormée de I’espace E°>

— —
Proposition 5.4. (a) Soit B = {OP;,OP,} une base orthonormée de E?* et un
vecteur géométrique O? Si la matrice des coordonnées de O? relativement

a la base B est
[OP]s = M

C2

alors la longueur HO?H de OP est égale a HO?H =/ + c3.



5.1. GEOMETRIE VECTORIELLE DANS LE PLAN ET L’ESPACE 119

(b)

Y
Soit B = {OP1,OP,,OPs3} une base orthonormée de E3 et un vecteur géo-

métrique O P. Si la matrice des coordonnées de Oﬁ relativement a la base B
est

OP)s = |es

C3

alors la longueur HO?H de OP est égale a ]OT%H =+ +aA

Preuve. Ceci est une simple conséquence du théoreme de Pythagore, a savoir que
la longueur au carré de I’hypothénuse d’un triangle rectangle est égale a la somme
des carrés des longueurs des deux autres c6tés du triangle. O

T T
Définition 5.6. (a) Soit B = {OP;, OP,} une base orthonormée de E? et deux

(b)

vecteurs géométriques O?) et (ﬁ dont les matrices des coordonnées relative-
ment a la base B sont

? —Cj d
OF)s = H « 10Qk = [dl]
(&) 2
alors le produit scalaire des vecteurs Oﬁ et O@, noté Oﬁ . Oa, est défini

comme étant
O? . @ = c1d1 + cads.

—
Soit B = {OP;, 0P, OPs} une base orthonormée de E3 et deux vecteurs

géométriques Oﬁ et O(,j dont les matrices des coordonnées relativement a la
base B sont

C1 dl
(0P)s = |ca| et [0z = |dy
3 ds
alors le produit scalaire des vecteurs O? et @ noté 077 . Oﬁ est défini

comme étant

O—f>) . Oﬁ = c1dq + cods + c3ds.

Remarque 5.3. Il est possible d’exprimer la longueur d’un vecteur au moyen du
produit scalaire, plus précisément nous avons

|0P| =y OP-OP.

s
En effet si B = {OP}, OP,, OP;} est une base orthonormée de E3 et

C1
0Ps = |2

C3
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alors

\/O‘}%-O?: VAE+AB+E= ||O?||

La preuve est similaire dans le cas d’un vecteur de £2.

Définition 5.7. Etant donné deux vecteurs géométriques O? et O@ de E = E?ou
E3, alors on définit 1’angle @ fait par ces deux vecteurs comme étant 1’angle fait par
la demi-droite A p d’origine O et passant par P avec la demi-droite Ag d’origine
O et passant par (). Cet angle est celui compris entre 0 et 7. Dans le cas de £3, il
faut considérer un plan II passant par les points O, P et () et alors les demi-droites
seront contenues dans II et nous mesurons 1’angle dans ce plan.

FIGURE 5.8 — Angle entre deux vecteurs

Proposition 5.5. Soit deux vecteurs géométriques ﬁ et (ﬁ de E = E? ou E»
et dont I’angle entre eux est 0, alors

OP - 00 = ||0P]||0G)]| cos(8).

Preuve. Nous ferons la preuve dans le cas de £3. Il faut utiliser la loi des cosinus
pour les triangles. Notons par OR : I'unique vecteur tel que ﬁ’ + (ﬁ% = 0Q.
Nous avons ainsi la figure suivante : Le segment de droite de sommets P et () a

FIGURE 5.9 — Angle et produit scalaire

comme longueur \]@]\ Par la loi des cosinus, nous avons
51) |OR? = [OP + 0G| = 2|OP||| 0| cos(6)

. . —_— — . .
Si maintenant B = {OP;, OP,, OPs} une base orthonormée de E3 et les matrices
des coordonnées de O ﬁ et @ relativement a la base 5 sont

C1 dl
OPls = |e2| et [0Q]s = |ds

c3 ds3
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alors(ﬁ:@—ﬁet

d1 — C1
[O?}B = dg — C2
ds — c3

Si nous remplagons ces trois vecteurs dans 1’équation 5.1, nous obtenons

(di —c1)? + (dg — c2)* + (d3 — c3)?

=(ci+c3+c3) + (di +d5+d3) — 2\/c% +c3+ cg\/df + d} + d3 cos(0)

Nous obtenons apres simplification

(crdy + cada + c3ds) = \/c% + 2 + c?),\/d% + d3 + d3 cos(0)
c’est-a-dire la formule que nous voulions démontrer

OP - 0Q = |OP||| 0G| cos(8).
]

Définition 5.8. Soit deux vecteurs géométriques O¢ et O@ de E = E? ou E3.
Nous dirons qu’ils sont orthogonaux ou encore perpendiculaires entre eux si et
seulement si le produit scalaire O P - O() est nul. Notons que s’ils ne sont pas nuls,
alors HO.P)H # 0, HO.C>2|| # 0 et, parce que OP - @ = 0, nous obtenons que
cos(#) = 0 et I’angle 6 entre eux est 7w/2 ou encore 90 degrés

e
Exemple 5.1. Soit B = {OP;,OP>, OP;} une base orthonormée de E3 et les

deux vecteurs géométriques Oﬁ et Oﬁ dont les matrices des coordonnées relati-
vement a la base B sont

1 5
OPls = |-2| et [0Qls=] 1
1 -3

Alors O? et @ sont perpendiculaires entre eux, car

OP-0G = (1)(5) + (=2)(1) + (1)(~3) = 0
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sy
Définition 5.9. Soit B = {OP;, OP,, OP5} une base orthonormée de E3 et deux

vecteurs géométriques Oﬁ et O(qj dont les matrices des coordonnées relativement
a la base B sont

C1 dl
0Pls = || et [0GQ]5 = |ds

c3 ds

alors le produit vectoriel des vecteurs O—}% et @, noté W’ X O@ est défini
comme étant le vecteur géométrique

— — —
(Cng — C3d2)OP1 — (Cldg — C3d1)OP2 + (Cldg — Cle)O.Pg.

En d’autres mots, la matrice des coordonnées relativement a la base 5 de O—}>7 X 07>2
est
cads — c3da)

(
(OB x 005 = | —(c1ds — c3dy)
(c1dy — cady)

Remarque 5.4. Il existe un moyen mnémotechnique pour se souvenir de la for-
mule du produit vectoriel. En effet, il suffit d’utiliser le développement de Laplace
selon la premiere ligne du déterminant de la matrice

OP; OPy, OP;

C1 C2 C3
dy dy d3
Nous obtenons alors
— — —
()?X (ﬁ: 22 Ccls OP; — (Cil 23 OPy) + Ccll 22 OP;
2 a3 1 as 1 a2

—_— g d g d
= (ngg - 03d2)OP1 — (Cldg — ngl)OPQ + (Cldg — c2d1)OP3

— s —
Exemple 5.2. Soit B = {OP;,OP>,OP;} une base orthonormée de E? et les

deux vecteurs géométriques O?) et 0(5 dont les matrices des coordonnées relati-
vement a la base B sont

1 5
OPls=|-2| et [0Qls=| 1

1 -3
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Alors le produit vectoriel O? X O@ est

OP, OP, OP;
O?XO‘Cj: 1 —2 1
5 1 -3

-2 1| =—= 1 1| — 1 2| ==

= 1 _3’OP1—‘5 _3‘OP2—|—'5 1‘0P3

=50P, +80P, +110P;.

Remarque 5.5. Nous pouvons noter que, dans cet exemple, le vecteur O? X 0‘65
est orthogonal aux deux vecteurs O? et Oﬁ En effet, il suffit de faire les produits

scalaires (ﬁ X O@) 0P et (ﬁ X @) . (ﬁ Nous avons
(0P x 00) - OP = (5)(1) + (8)(~2) + (11)(1) = 0

et

(OP x 0Q) - 0G = (5)(5) + (8)(1) + (11)(~3) = 0

Nous allons maintenant décrire géométriquement le produit vectoriel de deux
vecteurs géométriques. Il nous faut premierement orienté I’espace £>. Nous allons
utiliser I’ orientation de la main droite.

Définition 5.10. Une base orthonormée B = {OP},OP;, OP3} de E? est dite
orientée selon la regle de la main droite si nous écrasons le vecteur O P; sur le
vecteur O P, avec notre main droite, alors le pouce de cette main droite est dirigé

dans le sens de O Ps. Notons qu’ici nous avons ordonné les vecteurs de cette base
et nous tenons compte de cet ordre dans notre définition.

Proposition 5.6. Soit deux vecteurs géométriques O? et O@ non nuls de E® tels
que les trois points O, P, Q) sont distincts, non colinéaires et dont I’angle entre eux
est 0. Alors OP x OQ) est l'unique vecteur orthogonal aux deux vecteurs OP et O

de longueur HO? x OQ)|| égale a I'aire du parallélogramme de cétés OP et OQ),
soit ||OP||||0Q)|| sin(0) et dont le sens est obtenu par la regle de la main droite.
Cette derniéere regle stipule que si nous écrasons le vecteur O? sur le vecteur Oﬁ
avec notre main droite, alors le pouce de cette main droite est dirigé dans le sens

de(ﬁx(ﬁ.
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. —_— —— . . .
Preuve. Fixons B = {OP;, 0P, OPs} une base orthonormée de E? orientée se-

lon la reégle de la main droite. Notons les matrices des coordonnées de ﬁ et Oﬁ
relativement a la base 3 par

C1 d1
0P)s = |ca| et [0Q]5 = |da

C3 d3

Le produit vectoriel ﬁ X @ est le vecteur géométrique
— T T
(Cng — ngg)OPl — (Cldg — ngl)OPQ + (CldQ — ngl)OP?,.

Nous pouvons calculer les produits scalaires (O.P> X Oﬁ) .OPet (O.I3 X Oﬁ) O@

Nous avons

(0P x 0G) - OP =

Cl(Czdg — 03d2> — 02(01d3 — C3d1) + C3<Cld2 — Czdl) =0
et

(OP x 0Q) - 06 =

d1(62d3 — ngQ) — d2(61d3 — C3d1) + d3(61d2 - C2dl) =0.

Ceci montre bien que O? X @ est orthogonal aux vecteurs O? et @
Nous voulons maintenant calculer la longueur ||(ﬁ X OﬁH de O? X Oﬁ

et montrer que celle-ci est égale a ||O?|| ||O‘C>2H sin(6). Il nous faut premiérement
évaluer sin(#) au moyen du produit scalaire. Nous avons que

OP - 00 = ||0P|0G]| cos(6),

ou 6 est compris entre 0 et 7. Ainsi

c1dy + cady + c3dg = \/c% + 3 + ¢} \/df + d3 + d3 cos(9)

signifie que
B c1dy + cada + c3ds
\/c% + cg + cg\/d% + d% + d%

cos(6)
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Comme 6 est compris entre 0 et , alors sin(¢) > 0. Noter § # 0, , car les trois
points O, P, () sont distincts et non colinéaires. Nous avons ainsi que

Va+d+aE & +d3+d3

2
sin(0) = /T = co2(@) = |1 — ( c1dy + cods + c3d3 )

_ (G + B+ cE)(d] + di + dF) — (c1dy + cady + c3d3)?
(2 +c3+c2)(d? +d2+ d3)

_ V/(c1da — c2d1)? + (c1ds — c3d1)? + (cods — c3da)?
V(G + G+ 3)V/(dF +d3 + d3)

V(c1ds — cady)? + (c1ds — c3dr)? + (cads — c3da)?

- |0P[03)

Maintenant

HO? X Oﬁ” = \/(Cng — 63d2)2 -+ (Cldg — 03d1)2 + (Cldg — 62d1)2

et

|10P]|06)| sin(6) =

HO—}gH”OﬁH \/(Cldg — C2d1)2 + (Cldg — 03d1)2 + (Cng — 03d2)2

|0P]10Q)]

Donc [|OP x 0G| = [|OP||| 0G| sin(6).

Il nous reste maintenant qu’a vérifier que le sens de O—}% X @ est bien donné
par la regle de la main droite. Nous pouvons effectuer une rotation de facon a
— —
ramener le vecteur (ﬁ au vecteur ¢ O P et le vecteur (ﬁ au vecteur d O P, avec
¢ > 0etd > 0. Par cette rotation le vecteur O P x O() correspondera a un multiple
de 5P§ Cette rotation ne modifie pas I’orientation de 1’espace. Pour compléter la
preuve, il nous faut montrer que cOP; X d O&} est égal a un multiple positif de
O P3. Mais les matrices des coordonnées de c O P; et d O P, relativement a la base
B par

_ c . 0

[COPl]B: 0 et [dOPQ]BZ d

0 0
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De la définition, nous obtenons que

0
[cOP, x dOP3)g = | 0
cd

En d’autres mots, c OP; x d OP, = c¢d O P3 avec cd > 0. Ceci compleéte la preuve.
O

5.2 Droites et plans dans £°.

Fixons une origine O et une base orthonormée B = {OPy, 0P, OP3} de E?
orientée selon la regle de la main droite.

Définition 5.11. A tout point P de I’espace, nous pouvons lui associer I’extré-
mité du vecteur Oﬁ. Cette correspondance est biunivoque. De cette facon, nous
pouvons associer des coordonnées (z,y, z) au point P qui seront celles du vec-

teur géométrique O P, ol nous exprimons OF comme la combinaison linéaire

xOP; + yOP, + zOPs, ou z, y et z sont des scalaires. En d’autres mots, si
(x,y, z) sont les coordonnées du point P, alors la matrice des coordonnées du
vecteur géométrique O? relativement a la base B3 sera

0P)s = |y] -

z

Nous avons illustré ceci a la figure 5.10.

FIGURE 5.10 — Coordonnées

Nous pouvons décrire un objet géométrique (droite, plan ou courbe) au moyen
des coordonnées de ses points. Nous allons maintenant étudier les droites et les
plans de E3.
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Il est bien connu qu’étant donné deux points distincts P et () de I’espace E3, il
existe une et une seule droite A py passant par ces points. Il est possible de décrire
les coordonnées des points de la droite A pg de deux fagons. Dans la premiére fa-
con, il s’agit de décrire les coordonnées par des équations contenant un parametre ;
alors que dans la seconde, il s’agit d’éliminer ce parametre et les coordonnées se-
ront alors les solutions d’un systéme de deux équations linéaires.

Définition 5.12. Soit deux points distincts P = (21, y1, 21) et Q = (z2, y2, 22) de
E3 et Apg I'unique droite passant par P et Q. Le vecteur D = OQ — OP est un
vecteur direction de la droite Apg. Sa matrice de coordonnées relativement a la
base B est

To — I
[B]B = |y2—u
29— 21

Les équations paramétriques de la droite A pg sont

x=x1 + (z2 — 21)8;
y=uy1+ (y2 — y1)t; ou t est un scalaire quelconque.
z=2z1+ (22 — 21)t;
Ainsi a chaque point R = (z0, %o, 20) de la droite Apg lui correspond un et un
seul scalaire ¢ tel que
To = 21 + (72 — 21)t0;
Yo = y1 + (y2 — y1)to;
20 =21+ (2’2 — Zl)to;
Remarque 5.6. 11 est aussi possible de décrire une droite A en donnant un vecteur

direction B etun point P = (x1,y1, 21) de E3. Notons la matrice de coordonnées
du vecteur B relativement a la base B par

[Bls = |8

y

Notons que le vecteur B est un vecteur non nul. Alors les équations paramétriques
de la droite A seront

T =x1 + at;

y1 + Bt; ol ¢ est un scalaire quelconque.

z =z +
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Exemple 5.3. Soit les deux points P = (1,3,0) et Q = (—1,2,5) de E3. Alors
les équations paramétriques de 1’unique droite A pg passant par P et () sont

r=1-2t
y=3—1 ou ¢ est un scalaire quelconque.
z = ot;

En effet, le vecteur direction B de Apg a comme matrice de coordonnées relati-
vement a la base 3 1a matrice

111 [-2
Dls=|2-3|=]-1
50 5

Nous pouvons aussi déterminer si un point de £ appartient 2 la droite A PQ-
Par exemple, le point R = (9,7, —20) appartient a la droite A p¢. En effet, il faut
montrer qu’il existe un scalaire ¢ tel que

9=1-2t
T=3—-1t
—20 = 5t.
De la premiere équation 9 = 1—2¢, nous obtenons que ¢ = —4. Sinous substituons
t = —4 dans les deux autres équations, nous voyons que celles-ci sont vérifiées,

car 7 =3 — (—4) et —20 = 5(—4).

De fagon similaire, nous pouvons montrer que le point S = (—1, 4, 2) n’appar-
tient pas a la droite Apg. En effet, il faut montrer qu’il n’existe pas de scalaire ¢
tel que

—1=1-2t
4=3—t;
2 = bt.

De la premiere équation —1 = 1—2¢, nous obtenons que ¢ = 1. Si nous substituons
t = 1 dans les deux autres équations, celles-ci ne sont pas vérifiées, car4 # 3—1 =
2et2 #5(1) =5.

Il est possible de décrire une droite comme 1’intersection de deux plans. Soit
deux points P = (x1,y1,21) et Q = (22,2, 22) de E3 tels que z1 # 2, y1 # U2
et z1 # zo, alors nous pouvons éliminer le parametre ¢ des équations paramé-
triques, parce que 2 — x1 # 0, yo — y1 # 0 et 20 — z1 # 0. Nous obtenons
alors

r—r1 Y-y  z2—Zz

T2 — X1 Y2 — Y1 22— 21
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Chacune de ces expressions est €gale au parametre éliminé ¢. De méme si les com-
posantes du vecteur direction = (a, B,7) de Apg sont toutes non nuls, alors
nous pouvons aussi éliminer le parametre ¢ des équations paramétriques et nous

obtenons
r—rn Y-y -2

o 8 v
Noter que si 1 = T3 0u Y1 = Y2 OU €Ncore z; = 22, il est aussi possible d’éliminer
le parametre t. Les trois égalités ne peuvent pas se produire simultanément.

Exemple 5.4. Si nous reprenons les deux points de I’exemple précédent, a savoir
P = (1,3,0) et @ = (—1,2,5), alors nous pouvons éliminer le parametre ¢ des
équations paramétriques. Nous obtenons alors

x—1 y—3 2-0

-1-1 2-3 5-0

c’est-a-dire

ou encore
r—1=2(@y—3) e —5Hx—1)=2z

Nous avons donc décrit la droite Apg comme I'intersection des deux plans dont

les équations sont z — 2y = —5H et br + 2z = 5.

Il est bien connu qu’étant donné trois points distincts non colinéaires P, @,
R de I’espace E3, il existe un et un seul plan II PQR passant par ces points. Il est
possible de décrire les coordonnées des points du plan I1pgr de deux fagons. Dans
la premiere fagon, il s’agit de décrire les coordonnées par des équations contenant
deux parametres ; alors que dans la seconde, il s’agit d’éliminer ces parameétres et
les coordonnées seront alors les solutions d’une équation linéaire.

Définition 5.13. Soit trois points distincts non colinéaires P = (x1,y1,21), Q@ =
(z2,Y2, 22), R = (23,93, 23) de I'espace E3 et Ilpgr 1'unique plan passant par
P, Q et R. Les vecteurs l—)_1> = O@ — O? et B; = O—é — O? sont des vecteurs
directeurs du plan IIpgr. Les matrices de coordonnées relativement a la base B

sont

N o9 — X1 N r3 — I1
[Dils = |y2—m et [Do]g= |ys— w1
29 — 21 23 — 21

Les équations paramétriques du plan II1pgg sont
r=2x1+ (r2 — x1)u+ (x3 — 21)V;
y=y1+ (y2 —y1)u+ (y3 — y1)v; ol u et v sont des scalaires quelconques.

z=2z1+ (22 — z1)u+ (23 — 21)v;
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Ainsi a chaque point S = (0, %0, 20) du plan IIpgp lui correspond une et une
seule paire (ug, vo) de scalaires telle que

xo = 21 + (22 — 21)up + (T3 — 21)V0;
Yo = y1 + (y2 — y1)uo + (y3 — y1)vo; oll ug et vy sont des scalaires.

20 =21 + (22 — 2’1)U() + (23 — 2:1)1)0;

Remarque 5.7. Pour savoir si les trois points P = (x1,y1, 21), Q@ = (22,92, 22),
R = (x3,ys, z3) sont colinéaires ou pas, il faut considérer les vecteurs directeurs
définis ci-dessus Dp et Ds. Alors les trois points P, () et R sont colinéaires si
et seulement s’il existe un scalaire c tel que Dy = cD;. Cette derniére condition
signifie que les matrices de coordonnées relativement a la base B sont telles que

r3 — 1 T2 — X1
Ys—Yy1| =Cc (Y2~ U1
z3 — 21 22 — 21

Il est facile de vérifier s’il existe un tel scalaire c. En d’autres mots, les trois points
P, Q et R ne sont pas colinéaires si et seulement si les deux vecteurs directeurs Dy
et 17; ne sont pas multiples ’'un de 1’autre.

Une autre facon de savoir si trois points sont colinéaires est de considérer

I’angle @ fait par les deux vecteurs D1 et Ds. En effet si 6 = 0 ou 7, alors les
trois points sont colinéaires. Nous pouvons calculer I’angle au moyen du produit

scalaire. Mais le plus simple est de calculer le produit vectoriel D1 x Ds. En effet
ce produit vectoriel a comme longueur || D ||| D1 || sin(6). Donc les trois points P,
@ et R sont colinéaires si et seulement si le produit vectoriel Dy x D5 est le vecteur
nul O?

Remarque 5.8. 11 est aussi possible de décrire un plan II en donnant deux vecteurs
directeurs D et Dy non multiples 1’un de 1’E>Jtre i un point P = (z1,y1, 21) de
E3. Notons les matrices de coordonnées de D et D5 relativement 2 la base B par

— aq N (%)
[Dilg = |5 et [Da]p = |pS2
71 Y2

Alors les équations paramétriques du plan IT sont

T =1 + a1u + agv;
y =y1 + Bru + Bov; ol u et v sont des scalaires quelconques.

Z=2z1+ 71U+ y2v;
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Exemple 5.5. Considérons les trois points P = (1,3,-2), Q@ = (—1,4,3) et
R = (4,—2,0) de I’espace E3. Vérifions premiérement que _c)es trois points ne
sont pas colinéaires. Pour ceci, il faut considérer les vecteurs Dy = @ — O? et

%

Dy =OR — O? Les matrices de coordonnées relativement a la base /3 sont
N —-1-1 —2 R 4-1 3
[Dils=| 4-3 | =] 1| et [Dyg=|-2-3|=1]-5

3-(-2) 5 0—(-2) 2

Comme nous I’avons indiqué a la remarque 5.7, nous avons deux facons de
procéder pour vérifier si les trois points sont ou ne sont pas colinéaires. Premiere
acon. Est-ce qu’il existe un scalaire c tel que |Ds|g = ¢[D1]g, Si ¢’était le cas,
f: Est il t 1 tel D D Si ¢’était |

alors nous aurions 3 = —2¢, —5 = cl et 2 = 5c. Ceci est impossible car, de
la premiére équation, nous obtenons que ¢ = —3/2, alors que de la deuxieme et
troisieéme, nous obtenons que ¢ = —5 et ¢ = 2/5. Donc les trois points P, @) et

R ne sont pas colinéaires. Deuxiéme facon. Il suffit de calculer le produit vectoriel
D1 x Ds. Nous obtenons que le produit vectoriel D1 x Ds est égal a

(1)(2) — (5)(~5))OP, — ((—2)(2) — (5)(3))OP) + ((—2)(~5) — (1)(3))OP;

- = S e S
c’est-a-dire D1 x Dy = 270P; + 190P; + 7O P3. Comme ce produit vectoriel

n’est pas nul, alors les trois points P, () et R ne sont pas colinéaires.
I existe donc un et un seul plan II pg g contenant ces trois points. Les équations
paramétriques du plan IIpgg sont

x=1—2u+ 3v;
y =34 lu — bv; ou u et v sont des scalaires quelconques.

z = =2+ du+ 2v;

Nous pouvons déterminer si un point de E3 appartient au plan IIpgpr. Par
exemple, le point S = (8, —11,9) appartient au plan IIpgr. En effet, il faut mon-
trer qu’il existe une paire (u, v) de scalaires telle que

8 =1—2u+ 3v;
—11 =3+ 1lu — 5v;
9= -2+ Hu+ 2v;

Nous obtenons ainsi le systeme d’équations linéaires

-2 3 7

1 -5 H: 14
5 92| Y 11
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Ce systeme a une et une seule solution (u,v) = (1,3). Donc S est un point de
II PQR-
Par exemple, I’origine, le point O = (0, 0,0) n’appartient pas au plan IIpgp.
En effet, il faut montrer qu’il n’existe pas une paire (u, v) de scalaires tel que
0=1-2u+ 3v;
0=3+4 lu — 5v;
0= -2+ 5u+ 2v;

Nous obtenons ainsi le systeme d’équations linéaires

-2 3 " -1
L3l -]
) 2 2

Ce systeme n’a aucune solution.

Nous pouvons aussi décrire un plan lIpgr en €liminant les parametres u et
v. Soit trois points distincts non colinéaires P = (x1,y1,21), @ = (2,2, 22),
R = (x3,ys,23) de I'espace E3 et lpgg I'unique plan passant par P, Q et R.
Soit aussi les vecteurs directeurs 17; = @ — O? et 17; = (ﬁ — O? du plan
IIpgr dont les matrices de coordonnées relativement a la base B sont

N Tro9 — X1 a1 N r3 — I a9
Dils=|v2—wn| = || = et [Dip=|ys—uyi| = [P
29 —Z1 4! 23— 21 Y2

- =
Comme ces deux vecteurs Dy et Dy ne sont pas nuls, nous avons que
a1 #0 ou [y #0 ouencore 7 #0

et
ag#0 ou f[2#0 ouencore vy #0

De plus comme les trois points P, () et R ne sont pas colinéaires, alors le pro-
duit vectoriel D1 x Dy n’est pas nul. En E))nsidérant la matrice des coordonnées
relativement a la base BB du vecteur Dy x D5, nous avons que

01 = P1y2 — P2 # 0oudy = y1a2 — aiye # 0ou ds = a1 2 — frag # 0.
Avec ces notations, nous avons que

01
[D; x Dalg = |4,
03
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Dans ce qui suivra, nous allons supposer que o1 # 0 et 3 = 182 — Prag # 0.
Dans les autres situations, il est facile d’adapter notre méthode pour éliminer les
parametres. Ainsi un point (x,y, z) appartient au plan IIpgr si et seulement s’il
existe une paire (u, v) de scalaires tels que

T =2 + a1u + av;
y =y1 + Bru + Bov; ol u et v sont des scalaires quelconques.
z =21 + 71U + 7Y20;

En d’autres mots, le systeme de trois équations linéaires a deux inconnues a au
moins une solution

Qa1 Qg u (x — 1)
B B2 [J = | (y—w) (W)
oY) <~ (z —21)

A X B

Il nous faut donc résoudre ce systeéme en utilisant 1’algorithme d’élimination de
Gauss-Jordan. Nous allons utiliser nos hypothéses a1 # 0 et 63 = a1 82 — frae #
0.

a; ay (z—x1) 1 ay/aq (x—m1)/c
L 1 L

Bi By (y—w)| b g g (y — 1)

Mmoo (2-2) o2 (z—21)

Ly+—Lo—B1L1 1  a«ag/ag (x —x1) /1

LI, 0 ds/ar (oay — ) = Bi(w —:)) /o

0 —d6/ar (a1(z—2z1)—m(x—z1))/

1 ag/oy (x — 1)/
0 1 (1(y — 1) — Bi(z —1))/3
0 —(52/0[1 (al(z—zl)—’yl(:c—xl))/al

LQ(—(a1/§3)L2
-

Ll(—Llf(Oég/al)LQ

L3«—L3+(d2/c1)L2 (B2(z — 1) — 0y —11))/03

1 0
0 1 (a1(y —y1) — Br(w —x1))/d3
0 0 (01(z —21)+62(y — 1) +03(2 — 21)) /03

Le rang rg(A) est égal au rang rg([A|B]) si et seulement si

o1(z — 1) + d2(y — y1) + 93(2 — 21) = 0.
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Donc le systtme (#) a au moins une solution si et seulement si
51(% — 1’1) + 52(?] - y1) + (53(2’ - Zl> =0.
Cette derniere équation est I’équation du plan I1pgg.

Proposition 5.7. Soit trois points distincts non colinéaires P = (z1,y1,21), Q =
(z2,Y2, 22), R = (w3,ys,23) de 'espace E® et Ilpgr 'unique plan passant par
P, Q et R. Soit aussi les vecteurs directeurs D1 = O(f,) —OPetDy=0OR—-0O

du plan Il pgRr dont les matrices de coordonnées relativement a la base BB sont

N Tro9 — T1 a1 N r3 — I a9
Dil=|y2—wm| = || = e [Dap=|ys—wy1| = [P
29 — 21 71 23— 21 V2

Izgtons_l_g matrice des coordonnées relativement a la base B du produit vectoriel
D1 x Dg par

01
D1 x Dals = |6
53

Alors un point (x,y, 2) de E® appartient au plan 11 PQR Si et seulement si
61(x — 1) + d2(y —y1) +03(2 — 21) = 0.
= = . .

De plus le vecteur Dy x Ds est perpendiculaire au plan I1pgpg.

Preuve. Nous avons démontré ci-dessus qu’un point (x, %, z) € E> appartient au
plan IIpgg si et seulement si

61(z — 1) + 02(y — y1) + 03(2 — 21) = 0
lorsque oy # 0 et 03 # 0. Il y a plusieurs cas a considérer. Nous avons vu que

a1 #0 ou f[1#0 ouencore 7y #O;
ag#0 ou f[27#0 ouencore o #0
et
01 = P12 — B2 # 0oudy = y1a2 —a1y2 # 0 oudg = 182 — frae # 0.

Pour toutes les autres cas, nous ogsnons toujours la méme équation. Il nous
reste a vérifier que le vecteur D1 x Do est perpendiculaire au plan IIpgg. Soit
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S = (x,y,z) € E3. Considérons le vecteur (07 — O?) Ce vecteur est parallele

au plan Ilpgg si S € Ilpgr. La matrice des coordonnées du vecteur (O? — O?)
relativement a la base I est

r — T
[@—OT%]B: Yy—Uh
z— Z1

Le produit scalaire D1 X D2 O? O? est égal a
(D1 x Dy) - (08 — OP) = 81(z — 1) + daly — 1) + 8a(= — =)

Conséquemment un point S = (z,y, z) € E appartient au plan II PQR Sl et seule-
ment si le _Erodult scalaire (171> x Dy) - (OS — OP) est nul, c’est-a-dire que le
vecteur (D X Dg) est perpendiculaire au vecteur (O.S — O?) Ceci montre que le
vecteur (D x D») est perpendiculaire au plan IIpgp. O

Exemple 5.6. Considérons les trois points P = (1,3,-2), Q@ = (—1,4,3) et
R = (4,-2,0) de ’exemple 5.5. Nous avons vuqu’il s aglt de trois points distincts
non colinéaires. Soit les Vf£t>eurs D1 Oﬁ ﬁ et Dg ﬁ OP. Les matrices
de coordonnées de Dy et D5 relativement a la base 13 sont

IR —1-1 —2 . 41-1 3
[Dils=| 4-3 | =] 1| et [Dyg=|-2-3|=1|-5
3—(-2) 5 0—(-2) 2

La matrice de coordonnées du vecteur D1 x D5 relativement a la base BB est

((1)(2) — (5)(=5)) 27
D1 x Dols = |—((=2)(2) — (5)3))| = [19
(—2)(=5) — (1)(3)) 7

Donc I’équation du plan IIpgg est
27z —1)+19(y —3)+ 7(z2 — (=2)) = 0.
Remarque 5.9. Si nous considérons la forme de I’équation
61(z — 1) + 62(y — y1) + d3(2 — z1) = 0,

alors nous voyons qu’il est possible de décrire un plan II au moyen d’un vecteur
non nul perpendiculaire au plan I et d’un point P = (z1, y1, 21) € II. En effet
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si la matrice des coordonnées du vecteur ]4\} relativement a la base BB est

m

[Nz]B = |72

3

alors I’équation du plan II est

m(x —x1) +n(y—y1) +m3(z —21) =0,

5.3 Droites dans le plan F?

Nous avons décrit 2 la section 5.2 les droites dans 1’espace E2. Il est cependant
aussi possible de décrire les droites dans le plan £2. De plus cette description sera
similaire & celle des plans dans E?3, 4 savoir au moyen d’un vecteur perpendiculaire
a la droite. Nous allons maintenant expliquer ceci.

e
Fixons une origine O et une base orthonormée B = {OP;, OP,} de E.

Définition 5.14. A tout point P du plan, nous pouvons lui associer I’extrémité du
vecteur OI?’. Cette correspondance est biunivoque. De cette fagon, nous pouvons
associer des coordonnées (z,y) au point P qui seront celles du vecteur géomé-

trique O P, ou nous exprimons O P comme la combinaison linéaire z O P +y O Ps,
ol x et y sont des scalaires. En d’autres mots, si (x,y) sont les coordonnées du
point P, alors la matrice des coordonnées du vecteur géométrique Oﬁ relative-

ment a la base B sera

x

(0P = [ } .
Yy
Il est bien connu qu’étant donné deux points distincts P et @ du plan E?, il

existe une et une seule droite A pg passant par ces points. Il est possible de décrire
les coordonnées des points de la droite Apg de deux fagons. Dans la premiere fa-
con, il s’agit de décrire les coordonnées par des équations contenant un parametre ;
alors que dans la seconde, il s’agit d’éliminer ce parametre.

Définition 5.15. Soit deux points distincts P = (x1,%1) et Q = (x2,y2) de E?

et Apg I'unique droite passant par P et (). Le vecteur D = OQ) — est un
vecteur direction de la droite Apg. Sa matrice de coordonnées relativement a la

base B est
Bla- [,
[ ]B Y2 — Y1
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Les équations paramétriques de la droite A pg sont

T =x1 + (1’2 — xl)t; N .
ol t est un scalaire quelconque.

y=uy1+ (y2 —y1)t;

Ainsi a chaque point R = (¢, yo) de la droite Ap¢ lui correspond un et un seul
scalaire £q tel que

xTo =x1 + (CEQ — .Tl)t(];
Yo = y1 + (y2 — y1)lo;
Remarque 5.10. 11 est aussi possible de décrire une droite A en donnant son vec-

teur direction D et un point P = (z1,y;) de E?. Notons la matrice de coordonnées
du vecteur B relativement a la base B par

Bl = [g} :

Alors les équations paramétriques de la droite A seront

T =21+ at; . .
ol t est un scalaire quelconque.
y =y + Bt;

Exemple 5.7. Soit les deux points P = (2,5) et Q = (3,—1) de E>. Alors les
équations paramétriques de I’unique droite A pg passant par P et () sont

=2+t .
ol ¢ est un scalaire quelconque.
y =5 — 6t;

En effet, le vecteur direction B a comme matrice de coordonnées relativement a la
base 5 la matrice
3—2 1
- %75 L)

Nous allons maintenant présenter I’autre approche pour décrire I’unique droite
A pg. Avec les mémes notations que ci-dessus, nous avons que le vecteur direction
n’est pas nul et conséquemment & = x9 —x1 # Oou B = yos —y1 # 0.
Nous supposerons dans ce qui suivra que « 7 0, mais 1’autre cas peut étre traité de
facon similaire. Soit (z,y) € E?, alors (z,y) € Apq si et seulement s’il existe un

scalaire ¢ tel que
T =x1 + at;
y =y + 0t
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Donc parce que « # 0, alors

T — X T —x

t:

= y—ylzﬁ( ) = Blx—z1)—aly—y) =0

e
Réciproquement si 5(z — x1) — a(y — y1) = 0, alors en prenant

T — X
t:

[0}

nous voyons que les équations paramétriques de Apg sont satisfaites et (z,y) €
Apg.

Proposition 5.8. Soit deux points distincts P = (x1,y1), @ = (x2,y2) du plan
E? et Apg l'unique droite passant par P et ). Soit le vecteur direction =
Oﬁ — OP de la droite A p@ dont la matrice de coordonnées relativement a la base

B est
B |2 — 11 _ «
[P)s [yQ - Z/J [5]
Alors un point (z,y) de E? appartient a la droite /A PQ si et seulement si
Blx— 1) —aly —y1) = 0.

De plus le vecteur ]4\} dont la matrice de coordonnées relativement a la base B est
5 [ 8
[N]p = [_ .

est perpendiculaire a la droite A pg.

La preuve de cette proposition est identique a celle de la proposition 5.7. Nous
ne démontrerons pas celle-ci.

Exemple 5.8. Soit les deux points P = (2,5) et Q = (3,—1) de E2. Ce sont les

mémes points qu’a I’exemple précédent. Alors le vecteur direction B est tel que
sa matrice de coordonnées relativement a la base B est

5u-[33- L

Alors 'unique droite Apg a pour équation —6(x — 2) — 1(y — 5) = 0. Cette
équation est équivalente a I’équation 6x + y = 17.
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5.4 Distance entre un point et un plan

Fixons une origine O et une base orthonormée B = {O—P1> , O—Pg> , O—Pg,> } de E3
orientée selon la régle de la main droite.
Soit le vecteur ]7 non nul dont la matrice de coordonnées relativement a la
base B est
m
(N = |m

3

et un point P = (x1,y1,21) de E3. Nous pouvons alors considérer le plan II
contenant P et pour lequel N est perpendiculaire a II. De ce que nous avons déja
vu, un point (x, v, z) de E? appartient au plan II si et seulement si

m(x —z1) +n2(y —y1) +m3(z — 21) = 0.

Nous voulons maintenant déterminer la distance entre un point Q = (xq, Yo, 20)
quelconque de E3 et le plan II. Ici Q n’est pas nécessairement un point de II. Ce
que nous voulons calculer est la plus courte distance entre le point ) et un point de
II.

FIGURE 5.11 — Distance plan II et point )

_>
Soit le vecteur M = Oﬁ — O?_e} le point R défini par O? = O? + N}
Notons la matrice de coordonnées de M relativement a la base I3 par

— To — X1
(Mg = |yo— 1
20 — %1

Considérons le plan I’ de E® contenant P, Q et R. Nous avons illustrée cette
situation dans le plan IT'
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1
| vecteur

VCCICULR égdl aM Q
éaaN | g L distance
11 b recherchée

Pl

FIGURE 5.12 — Plan IT

%
Nous obtenons donc que la distance recherchée est égale a || M ||| cos(6)| ou €

— —
est I’angle entre les vecteurs M et N. Rappelons que M - N = || M]|| Hﬁ” cos(6).
Donc la distance recherchée est égale a

_>
| M - ﬁ\ _ Im(xo — 1) + n2(yo — y1) + n3(20 — 21)|

IV NG EY R

Proposition 5.9. (a) Fixons une origine O et une base orthonormée B de E>
orientée selon la régle de la main droite. Soit le vecteur ﬁ non nul dont la
matrice de coordonnées relativement a la base B est

m

[ﬁ]lsz n21,
3

un point P = (x1,y1, 21) de E> et le plan 11 de E3 contenant P et pour lequel
est perpendiculaire a 11, c’est-a-dire le plan dont I’équation est

m(x —x1) +n2(y —y1) +n3(2 — 21) = 0.

Etant donné le point Q = (70,90, 20) € E3, alors la distance entre le point
et le plan 11 est égale a

I (zo — 1) +n2(y0 — y1) + n3(20 — 21)|

Vni+m+n

(b) Fixons une origine O et une base orthonormée B de E2. Soit le vecteur ﬁ non
nul dont la matrice de coordonnées relativement a la base B est

(N5 = [771] ;

2

un point P = (x1,y1) de E? et la droite A de E? contenant P et pour lequel
est perpendiculaire a A, c’est-a-dire le plan dont I’équation est

m(x —x1) +m2(y —y1) = 0.
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Etant donné le point Q = (w0,90) € E?, alors la distance entre le point Q et
la droite A est égale a

I (zo — 1) +1m2(y0 — y1)|

Vit + 3

Preuve. La partie (a) de la proposition a été démontrée ci-dessus. La partie (b) est
démontrée de fagon similaire. O

Exemple 5.9. Soit le plan IT de E? d’équation 3z — 2y + 4z + 1 = 0 et le point
Q = (2,—4,7) de E3. Alors la distance entre II et () est égale a

13(2) — 2(—4) + 4(7) +1| _ 43
Ve T+ (7 VB

Exemple 5.10. Soit la droite A de E? d’équation 5z — 3y = 7 et le point Q =
(3,—1) de E2. Alors la distance entre A et () est égale 2

5(3) —3(-1)—7 11
()2 + (=32 V34

En effet, il faut écrire I’équation de la droite sous la forme 5z — 3y — 7 = 0 et
ensuite utiliser (b) de la proposition précédente.

5.5 Exercices

—
Exercice 5.1. Fixons une base orthonormée B = {OP;,OP,,OPs3} de ’espace

E3 orientée selon la régle de la main droite. Soit les vecteurs O?, @ O? et O?
tels que leurs matrices de coordonnées relativement & la base B sont

4 -1 -7 15
OPls=| 3|, [0Qls=| 5|, [OKs=| 1|, [08]s= |16
-2 6 4 8

Calculer

(a) les longueurs HO@H et H(ﬁ” des vecteurs (ﬁ et OR.

(b) I’angle entre les vecteurs ﬁ et O? .

(c) les scalaires «, (3 et~y tels que O? = aO? + ﬂ@ + ’yO—}>E.

(d) le scalaire 7 tel que le vecteur (ﬁ’ + 770@ est perpendiculaire au vecteur (ﬁ
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(e) les matrices des coordonnées des produits vectoriels O? X Oﬁ et @ X O?
relativement a la base B

(f) I'aire du parallélogramme dont les c6tés sont O.P> et O? .

s
Exercice 5.2. Fixons une base orthonormée B = {OP;,OP,,OP3} de I’espace
E3 pour la suite. Soit les six points suivants de ’espace E3 : P = (—2,1,4), Q =
(1,1,—4), R = (3,2,—1), S = (—8,1,20), T = (—3,-1,11), U = (2,7, —1).

(a) Déterminer les équations paramétriques de I’'unique droite Apg passant par
les deux points P et Q.

(b) Montrer que les points P, () et R ne sont pas colinéaires.
(c) Est-ce que les points P, () et S sont colinéaires ?

(d) Déterminer les équations paramétriques de I’unique plan IIpg g passant par les
trois points P, () et R.

(e) Déterminer une équation du plan IIpgr de la forme 612 + doy + d32 = k.
(f) Est-ce que les points .S et T" appartiennent au plan II1pgg ?

(g) Est-ce que 'unique droite A7y passant par les deux points 7" et U intersecte
le plan IIpgR ?

(h) Calculer la distance entre le point U et le plan Il pgg.
(i) Montrer que les points .S, T et U ne sont pas colinéaires.

(j) Déterminer une équation de la forme d1x + 2y + d32 = & pour I’unique plan
IIs7y passant par les trois points S, T et U.

(k) Déterminer des équations paramétriques de 1’'unique droite d’intersection des
plans HPQR et Ilgpy.



Chapitre 6

Espaces euclidiens

Nous allons dans ce chapitre généraliser les notions de vecteurs et de produits
scalaires a de plus grandes dimensions. Avec ces notions, nous allons montrer que
si les matrices A; et A, sont obtenues a la suite de séries d’opérations élémentaires
de ligne en débutant avec la matrice A et si A; et Ay sont réduites échelonnées,
alors A; = As. Pour obtenir ceci, il nous faut parler d’indépendance linéaire, de
combinaisons linéaires et de bases. Nous nous intéresserons aussi aux problémes
des moindres carrés.

6.1 Vecteurs lignes et vecteurs colonnes
Définition 6.1. Nous désignerons par Ré\] : ’ensemble des N-tuplets
[.’El Tro ... CL‘N] 5

ot z; € R. En d’autres mots, Ré\’ est I’ensemble des matrices de format 1 x V.
Un élément de RY est un vecteur-ligne. Comme les éléments de R} sont des
matrices de format 1 x NV, deux vecteurs-lignes de ]Rév peuvent étre additionnés et
il est possible de multiplier un vecteur par un scalaire. Il s’agit des opérations sur
les matrices déja définies au chapitre 1

Définition 6.2. Nous désignerons par R pour I’ensemble des N-tuplets

I
x2

TN

143
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ot 7; € R. En d’autres mots, RY est ’ensemble des matrices de format N x 1.
Un élément de RY est un vecteur-colonne. Comme les éléments de R sont des
matrices de format N x 1, deux vecteurs-colonnes de RY peuvent étre additionnés
et il est possible de multiplier un vecteur par un scalaire. Il s’agit des opérations
sur les matrices déja définies au chapitre 1

Notation 6.1. Si V' désigne Rév (respectivement R2Y), alors nous noterons les vec-

. ,
teurs de V' par exemple de la facon suivante : . Le vecteur nul, noté 0 € V, est
tout simplement la matrice nulle de format 1 x N si V = Rév et la matrice nulle
de format N x 1si V =RY

Nous avons donc les propriétés suivantes et celles-ci sont tout simplement
celles de le proposition 1.1.

Proposition 6.1. Soit V = Rév (respectivement ]Rév ), des vecteurs U, Vet W de
V' et des scalaires o, 5. Alors

(@ U+7T ="+
0 (C+V)+W =4+ (VT +3)
(©) K74 + ﬁ = 7, ou ﬁ est l'unique vecteur nul.
@ 7+ (-)T =70
e 17 =1
6 (d+7)=ad +a?
@ (a+B)U =at + U
() (af)T = a(5W)
G) 0w =0
Tout ceci peut étre résumé en disant que V' est un espace vectoriel. Nous ne
définirons pas cette notion abstraite dans ce recueil de notes de cours.

Définition 6.3. Soit V = ]Rév (respectivement IR(]:V ). Etant donné k vecteurs o1,
@, e vi. de V, alors nous dirons qu’un vecteur U de la forme

7=alv_1>+a2v_2>+~-+akv_k>a

a1, ao, . .., q sont des scalaires, est une combinaison linéaire des & vecteurs

%
s Ve U

Sle

Remarque 6.1. La question de savoir si un vecteur est une combinaison linéaire
de k vecteurs est équivalente a celle de savoir si un systeme d’équations linéaires
a au moins une solution. Nous verrons plus tard la notion qui correspond a celle
de savoir si le systeme a au plus une solution. Ce sera la notion d’indépendance
linéaire. Nous verrons aussi plus tard la notion qui, elle, correspond a ce qu’il y ait
une et une seule solution, ce sera la notion de base.
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Exemple 6.1. Soit V = ]Rz} et les trois vecteurs de V'
=2 -1 04, wB=[0 -1 3 -1], ¥=[1 -5 1 0]

Est-ce que le vecteur U = [O —-12 11 —7] est une combinaison linéaire des
vecteurs v_f 172) et v_3> ? Nous devons donc déterminer s’il existe des scalaires o,
as et ag tels que

U= 041@ + 0421)_2> + 043?1_3>;

c’est-a-dire existe-t-il des scalaires tels que le vecteur [0 —-12 11 —7] est égal
a
a2 =1 0 4] +a0 -1 3 —1]+a3[l =5 1 0];

Ceci est équivalent a savoir si le systeme d’équation linéaires

2 0 1 0
1 -1 =5 |M] |-12
0 3 1| [T u
4 -1 o L —7

a au moins une solution. Il nous faut utiliser I’algorithme de Gauss-Jordan.

[ 2 0 1 0 -1 -1 -5 -—12

-1 —1 -5 —12| Li+—L, 2 0 1 0| Lie—(-1)IL
0 3 1 11 0 3 1 11

| 4 -1 0 -7 4 -1 0o -7

1 1 5 12 e Ly2L; 1 1 5 12

2 0 1 Ly«—Ls—4L; |0 —2 =9 —24| [o¢ L5414

0 3 1 11 0 3 1 11

4 -1 0 -7 0 -5 —20 -55

1 1 5 12 él:LLB1:3LL22 10 13 25

0 1 -8 —13| Ly+—rLy+5L, |0 1 —8 —13| Ls+—(1/25)Ls

0 3 1 11 0 0 25 50

0 -5 —20 -55 0 0 —60 -—120

1 0 13 25 %:%118%3 1 0 0 —1

0 1 —8 —13| LierL.iteols |0 1 0 3

0 0 1 2 0 0 1 2

10 0 —60 —120 000 O
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Nous obtenons ainsi une solution oy = —1, ag = 3 et ag = 2. Ici cette solution
est unique. Donc le vecteur 7 est une combinaison linéaire des vecteurs U_1>, @ et
— T = — —
v3. En effet « = —v{ + 3v3 + 2v3.

Exemple 6.2. Soit V = R? et les quatre vecteurs de V'
vi=[1 -1 0],m=[0 -1 2],v=[1 0 —1],v=[1 1 —1].

Est-ce que le vecteur U = [2 -3 - 1} est une combinaison linéaire des vecteurs
H, v_2> v_§ et v_4> ? Nous devons donc déterminer s’il existe des scalaires o, o, a3
et ay tels que

U = 04117>1 + 04211_5 + Oé:),U_:«:> + 044EL>;

c’est-a-dire existe-t-il des scalaires tels que le vecteur [2 -3 —1] est égal a
o[l =1 0]+a[0 =1 2]+l 0 —1]+au[l 1 -1];
Ceci est équivalent a savoir si le systéme d’équation linéaires

a1

1 0 1 1 9

1 -1 0 1] [%? =|-=3

0 2 -1 —1||™ -1
Ly

a au moins une solution. Il nous faut utiliser I’algorithme de Gauss-Jordan.

1 0 1 1 2 1 0 1 1 2
1 -1 0 1 -3|&B=hthlg 3 1 2 ]
0 2 -1 -1 -1 10 2 -1 -1 -1
. DL 0 1 1 2 10 1
N [N RS T Y i T Ny [ R R
0 2 -1 -1 -1 0 0 1 3 -3
Li+—L1—Ls 1 0 0 -2 5_
Loc—lotls 1 1 o 1 _9
0 0 1 3 —3]
Donc il y a une infinité de solutions, & savoir
a1:5+2a4
Ct2:—2—Ck4 R e
ou «y est arbitraire.
a3:—3—3a4

Qg = Qg )
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Donc le vecteur 7 est une combinaison linéaire des vecteurs v—1>, 12_2), v—3> et v_4>. En

effet,
U = (5+204)0] — (2+ as)vs — (3 + 3a4)v3 + uvi

ol oy est un scalaire quelconque. Il y a ici un nombre infini de fagons d’exprimer

le vecteur 7 comme une combinaison linéaire des vecteurs v—1>, v—f, v_§ et v_4>.

Définition 6.4. Soit V = Ré\f (respectivement R2V). Etant donné k vecteurs o7,
v_2>, e ﬁ de V, alors nous dirons que ces k vecteurs sont linéairement indépen-
dants si et seulement si

_>
a1ﬁ+a2@+---+akﬁ>20 = aj=ay=---=q=0.

Lo = .
En d’autres mots, la seule facon d’écrire le vecteur nul 0 comme combinaison

linéaire des vecteurs H, @, ... ,fu_k> est
%
00f + 005 +--- 400, = 0

Si les k vecteurs ne sont pas linéairement indépendants, nous dirons qu’ils sont
linéairement dépendants. Ainsi les k vecteurs sont linéairement dépendants si et
seulement s’il existe k scalaires o, a, . . ., a non tous nuls tels que

%
0] + U + -+ apvp = 0.

Exemple 6.3. Soit V' = Rz} et reprenons les trois vecteurs de I’exemple 6.1, a
savoir

=2 -1 04, B=[0 -1 3 -1], v=[1 -5 1 0

Est-ce que ces trois vecteurs sont linéairement indépendants ou non ? Il faut donc
déterminer tous les scalaires ay, ais et ag tels que aw? + 0@@ + agv_g> = 0.En
d’autres mots, tous les scalaires o, g et ag tels que

o2 -1 0 4)+a[0 =1 3 —1]+az[l =5 1 0]=[0 0 0 0].

Ceci est équivalent a savoir si le systeme d’équation linéaires

2 0 1 0
—1 -1 =5 ["] o
o 3 1| [*? "~ o
4 —1 o] L9 0

a une et une seule solution vy = a9 = a3 = 0.
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Il nous faut utiliser I’algorithme de Gauss-Jordan.

[ 2 0 1 0 -1 -1 5 0
—1 —1 =5 0| Lie—sL, 2 0 1 0] Li+—(—
0 3 1 0 0 3 1 0
4 -1 00 4 -1 0 0
1 1 50 Lot Ly—20, 1 1 5 0]
2 0 1 0| rLie—rLs—4L; |0 =2 =9 0| Loc—ILo+Ls
0 3 1 0 0 3 1 0
4 -1 0 O 0 -5 =20 O
1 1 5 0 LL; :531:3%2 1 0 13 0
0 1 —8 0| Ly«—1Is+5L5 |0 1 —8 0| Ls+—(1/25)Ls
0 3 1 0 00 25 0
0 -5 =20 0 0 0 —60 O
1 0 13 0 %:%;1831{/3 1 0 00
0 1 —8 0| Lir—Liteols |0 1 0 0
0 0 1 0 00 10
0 0 —60 O 00 00

Nous obtenons ainsi une seule solution cr; = ag = a3 = 0 et les 3 vecteurs ﬁ, @

et o4 sont linéairement indépendants.
Exemple 6.4. Soit V = ]R? et reprenons les quatre vecteurs de I’exemple 6.2
vi=[1 -1 0],9=[0 -1 2], %=1 0 -1],vi=[1 1 -1].

Est-ce que ces quatre vecteurs sont linéairement indépendants ou non ? Il faut donc
déterminer tous les scalaires o, g, g et ay tels que o W+a2v_2>+a3v_§+a4v_4> =
0 . En d’autres mots, tous les scalaires o, a2, aiz et ay tels que

a1l =1 0]4a2[0 =1 2]4+as[l 0 —1]+as[l 1 —1]=[0 0 0]

Ceci est équivalent a savoir si le systeme d’équation linéaires

1 0 1 11|™ 0
-1 -1 0 1] ¥ =0
9 —1 —1| | 0
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a une et une seule solution vy = a9 = g = ay = 0.
Il nous faut utiliser I’algorithme de Gauss-Jordan.

1 0 1 10 1 0 1 10
1 -1 0 1 o] =ty 1 1 9 9
0 2 -1 -1 0 0 2 —1 -1 0
. B AR T 10 1 10
R L ' N R TR [ R = R R
02 -1 -1 0 00 1 30
Ll%L17L3_100—20
MOIO 10
001 30

Le systéme a donc une infinité de solutions, a savoir

a1 = 2&4

Qg = —0y . ..
ol «y est arbitraire.

a3 — —3044

a4 = Oy

Donc il existe des scalaires o, a2, aiz et aq non tous nuls tels que
— — — - _
a1v] + agvs + azvs +agvy = 0.

Conséquemment les quatre vecteurs sont linéairement dépendants.

Il est possible de comprendre pourquoi nous disons indépendance linéaire et
dépendance linéaire en considérant la proposition suivante.

Proposition 6.2. Soit V = Ré\f (respectivement RY ). Etant donné k vecteurs o1,
v_g, e ’LT/Z linéairement dépendants de V. Alors un de ces vecteurs peut s’exprimer
comme une combinaison linéaire des (k — 1) autres vecteurs.

Preuve. Comme les k vecteurs sont linéairement dépendants, il existe k scalaires
a1, a2, ..., QL non tous nuls tels que alv_{ + 0427)_5 4+ 4 akv—>k = 0. Enrenom-
mant les vecteurs si nécessaire, nous pouvons supposer que o # 0. Donc nous
obtenons

— —
gV = — (0] + U3 4 -+ + ap_ 105 )
o] (6] Op—1 —
vk=—<v7+@+---+ Uk:—l)
(0753 673 (0753
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Ainsi le vecteur v_;g est une combinaison linéaire des vecteurs v—f , @, T
C’est ce que nous voulions démontrer. O

Proposition 6.3. Soit V = Rév (respectivement RY ). Etant donné m, vecteurs o,
@, e ,v_>m de V, oum > N, alors ces m vecteurs sont linéairement dépendants.

Preuve. Nous ferons la preuve dans le cas de V' = Rév . Pour RY, la preuve est
similaire. Notons les m vecteurs par :

%
v = [an azr ... aNl] )
%
vy = [a12 az ... ClNz] )
—
Um = [alm a2m ... aNm] .
Nous cherchons a déterminer tous les scalaires a1, a, . . ., ayy, tels que

%
1V + Q2% + - + Uy = O

Mais ceci est équivalent a ce que

ail @iz ... Qim fo%1 0
ani ago N aom, a9 0
anNi aN2 ... GNm| |om 0

Il y aici N équations linéaires avec m inconnues. Comme m > N, il y a une
infinité de solutions et il existe donc des scalaires non nuls o, aa, . . ., ayy, tels que

%
1T 4 Q2% + - + Ty = 0

De ceci, nous pouvons conclure que les m vecteurs o, v_2>, . ,v_>m sont linéaire-
ment dépendants. O

6.2 Sous-espaces linéaires et bases

Nous voulons maintenant décrire une notion, celle de sous-espaces linéaires,
qui correspond dans le cas particulier de I’espace E2 au plan passant par I’origine.
Ensuite nous décrirons comment écrire tous les vecteurs d’un sous-espace. Pour ce
faire, il nous faudra parler de bases.
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Définition 6.5. Soit V = Rév (respectivement ]Rév ). Un sous-ensemble U de V est
un sous-espace linéaire de V si et seulement si les trois conditions suivantes sont
réunies :

1. 0 eU.

2. Siut,us € U, alors uj +ub € U.

3.8 € UetaER,alorsa7 eU.

Exemple 6.5. Considérons le sous-ensemble U = {[z y| € R} | y = 2%} de
R?. U n’est pas un sous-espace de R?. En effet, par exemple [1 1] € U, mais
2[1 1] =[2 2] ¢ U, car2® = 4 # 2. Ainsi la condition 3 n’est pas vérifiée. Il
est aussi facile de montrer que la condition 2 n’est pas vérifiée.

Proposition 6.4. Soit A une matrice de format m xn et ’ensemble U des solutions
du systeme homogeéne d’équations linéaires suivant

I

€2
A . = Omx1

T,
Rappelons que 0,,,«1 désigne la matrice nulle de format m x 1. En d’autres mots,

T

Z2
U={X=|"|eR |AX =01

Ln
Alors U est un sous-espace linéaire de V = R.

Preuve. En effet, si X = 0,1, alors AX = A0,x1 = 0,,x1. Ceci démontre la
condition 1.

De plus si X7 et X5 sont deux éléments de U, alors AX| = 0,,x1 et AXy =
Omx1 et conséquemment (X + X5) € U, car

A(Xq1 + Xo) = AX 1 + AXo = 0pyx1 + Omx1 = Omxr-

Ceci démontre la condition 2.
Finalement si X est un élément de U et o € R, alors AX = 0,,,x1 €t consé-
quemment A(aX) = «AX = a0,,x1 = Oy, x1. Ceci démontre la condition 3. ]

Définition 6.6. Soit A une matrice de format m x n. Alors le sous-espace linéaire
U de I’exemple précédent est appelé le noyau de A et sera noté N (A) ou encore
ker(A).
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Proposition 6.5. Soit V = ]Rév (respectivement Riv ), les k vecteurs o, v—2>, e o
de V et 'ensemble U de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs 01, U_2>, e 17>k

En d’autres mots,
U= {()41171+042U_>2++Oék17k> ‘ a1, 2, ..., A GR}
Alors U est un sous-espace linéaire de V.

— C ..
Preuve. En effet, 0 v_f +0 @ +---+0 v_k) = 0 e U. Ceci démontre la condition
1.
De plus si o 07 + a0 + - - - + a0 € Ueta’lv_1>+a’2v_2>+--~+a§€17k> eU,
alors

(a10] 4 s + - + g VF) + (a4 v1 + b5 + - - - + afo}))
= (o1 + )07 + (g + h) 05 + - + (o + a})vf, € UL

Ceci démontre la condition 2.
Finalement si alﬁ + 04211_5 + -+ akﬁ € Ueta € R, alors

(V] + U3 + - + g UL) = a1 0] + acots + - + aogvl € U
Ceci démontre la condition 3. ]
Exemple 6.6. Soit V = R;} et les trois vecteurs de V

=2 -10 4, B=0 -1 3 -1, B§=[1 -5 1 0

Nous pouvons décrire 1’espace U de toutes les combinaisons linéaires des trois
vecteurs v_1>, 172) et 1)_3> Un vecteur o/ = [xl To X3 w4] de V = ]R;} est une
combinaison linéaire des trois vecteurs 17{, v_2> et 173 si et seulement s’il existe
des scalaires a1, ao et ag tels que v = 0411)_1> + 0421)—2> + agﬁ, c’est-a-dire que
[:cl Ty X3 934] est égal a

a2 -1 0 4 +a[0 -1 3 —1]+a3[l -5 1 0

Ceci est équivalent a savoir si le systeme d’équation linéaires

20 1] 1
-1 -1 =5 al ez
3 1 2l 7 |2

4 -1 0 Ty



6.2. SOUS-ESPACES LINEAIRES ET BASES 153

a au moins une solution. Il nous faut utiliser I’algorithme de Gauss-Jordan.

2 0 1 x -1 -1 =5 a9
—1 —1 =5 x| Li+—1L, 2 0 1 Li+—(-1)Ly
0 3 1 x3 0 3 1 a3
| 4 -1 0 x4 4 -1 0 x4
1 1 5 —xo Loe Lo ol 1 1 5 —I92
2 0 1 | Li—riican, |0 =2 —9 (1 + 222) | Lo+—Lo+Ls
0 3 1 s 0 3 1 s
_4 -1 0 T4 0 -5 =20 (4%2 + 1134)
[1 1 D —X2 LLl(_LLl_?;LLQ
- H 3—
0 1 —8 (.CICl + 229 + xg) Li<—LZ+5L§
0 3 1 T3
_0 -5 =20 (4.7}2 + 33‘4)
[1 0 13 —(.%'1 + 3x9 + xg)_
01 -8 (x1 + 222 + 3) | L3«—(1/25)Ls
SR,
00 25 —(333‘1 + 6x9 + 2%‘3)
_0 0 —60 (5(131 + 14x9 + dxs + :L’4)_
1 0 13 —(Il + 322 + :Eg)_ %:13118353
01 -8 (214 222 + x3) | Li—Lit+60Ls
SAS e
00 1 —(3x1 + 62 + 2x3)/25
_0 0 —-60 (51‘1 + 1429 + a3 + I‘4)_
1 0 0 (141’1 + 3x9 + 333)/25
01 0 (21 + 222 + 923) /25
0 0 1 —(3.%1 + 629 + 2%3)/25
0 0 0 (=552 — 102 + 5w + 2524)/25

Le systéme a au moins une solution si et seulement si
—55x1 — 1029 + dx3 + 2524 = 0.
Donc

U:{[Ucl T2 X3 m4}€R§I—11x1—2x2+x3+5x4:0}_
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Définition 6.7. Soit une matrice A de format m X n. Nous noterons la ligne ¢ de
A par L; et la colonne j de A par Cj;. Ainsi nous avons m vecteurs lignes L1,
Lo, ... Ly, appartenant a R} et nous avons n vecteurs colonnes C1, Cs,...Cy,
appartenant a R*. Nous définissons I’espace-ligne de A comme I’ensemble de
toutes les combinaisons linéaires des lignes L1, Lo, ... L,, de A et nous noterons
ce sous-ensemble par L£(A). Nous définissons ’espace-colonne de A comme I’en-
semble de toutes les combinaisons linéaires des colonnes Cy, Cs,...C,, de A et
nous noterons ce sous-ensemble par C(A).

Corollaire 6.1. Soit deux matrices A et A’ de format m x n telles que la matrice
A’ est obtenue de A aprés une série d’opérations élémentaires de ligne. Alors les
espaces-lignes L(A) de A et L(A") de A’ sont des sous-espaces linéaires de R}} et

L(A) = L(A).

Preuve. Le fait que £(A) et L(A’) sont des sous-espaces linéaires est une consé-
quence simple de la proposition 6.5. Pour ce qui est de démontrer que L£(A) =
L(A"), il suffit de vérifier ceci pour chacune des opérations élémentaires de ligne
Op. 1l est facile de vérifier que

AN — LA C LA

En effet, toutes les lignes de A’ sont des combinaisons linéaires de celles de A. En
utilisant I’opération élémentaire de ligne inverse Op~*, nous obtenons que £(A) C
L(A"). Conséquemment L(A) = L(A). O

Corollaire 6.2. Soit deux matrices A et A’ de format m x n telles que la matrice
A’ est obtenue de A aprés une série d’opérations élémentaires de colonne. Alors
les espaces-colonnes C(A) de A et C(A") de A’ sont des sous-espaces linéaires de

R™ et C(A) = C(A).
Preuve. La preuve est similaire a celle du corollaire précédent. O
Exemple 6.7. Soit V' = ]RZl et les trois vecteurs de V' de I’exemple 6.6

vi=[2 -1 0 4], =0 -1 3 —1], v4=[1 -5 1 0

Nous avons calculé 1’espace U a I’exemple 6.6. Nous aurions pu procéder diffé-
remment en considérant le corollaire 6.1. En effet U = L(A) ou

2 -1 0 4
A=10 -1 3 -1
1 =5 1 0
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Si nous utilisons 1’algorithme de Gauss-Jordan, nous obtenons la matrice réduite
échelonnée suivante
1 00 11/5
A=1010 2/5
0 01 —-1/5
Comme U = L(A) = £(A’), alors un vecteur v = [#1 @2 3 4] appartient
a U s’il existe des scalaires a1, ao et a3 tels que [371 To T3 x4] est égal a

a1 0 0 11/5]+a2f0 1 0 2/5]+ag[0 0 1 —1/5].

Ainsi 1 = a1, T2 = a9, 3 = ag et xy = (11/5)a; + (2/5)ae — (1/5)as.
Cette derniere équation est équivalente & x4 = (11/5)x1 + (2/5)z2 — (1/5)x3.
Nous obtenons donc que le vecteur U = [:z:l Ty X3 334] appartient a U si et

seulement si
11 n 2 1 _0
5 T 5.7}2 5.7}3 Ty =
Cette équation est équivalente a celle de I’exemple 6.6. En effet, il suffit de multi-

plier la présente équation par (-5) pour obtenir celle de I’exemple 6.6.

Définition 6.8. Soit V' = Rév (respectivement RY) et un sous-espace linéaire U
- — — - — —
de V, alors un sous-ensemble B = {v{, v3,...,vi} de k vecteurs vi, v3, ..., VL
de U est une base de U si et seulement si tout vecteur de U est une combinaison
linéaire des k vecteurs de B et les vecteurs de B sont linéairement indépendants.

Exemple 6.8. Soit V' = RJ'. Alors U = V est un sous-espace linéaire de V. En
effet, les trois conditions de la définition 6.5 sont clairement vérifiées. Soit

B={¢|i=12,...,n},oue,=1[0 0 ... 0 1 0 ...,0].

seule coordonnée non nulle est a la colonne %

Alors B est une base de V. Celle-ci est appelée la base standard de V.
Il nous faut premierement vérifier que tous les vecteurs de V' sont des combi-
naisons linéaires des vecteurs de 5. En effet ceci est démontré par 1’équation

= = =
[:L'l o ... Ti ... mn]:$1el+x262+---+xnen.

Il nous faut deuxiemement vérifier que les vecteurs de B sont linéairement
indépendants. En effet, si

%
a1€_1>+0¢2€_2>+---+0zne_n>: [oq ay ... an} = [0 0o ... O] =0
alors a; = ag = - -+ = a, = 0. Ceci démontre 1’indépendance linéaire et que B

est une base de Rj.
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Exemple 6.9. Soit V = R}. Alors
B={vi=[1 1 1],=[0 1 1],5%=[0 0 1]}
est une base de V. En effet,
[y z]l=2[1 1 1]+w—=2)[0 1 1]+ (z—y)[0 0 1]

montre que tous les vecteurs de ]R? sont des combinaisons linéaires des vecteurs de
B. Nous avons aussi

afl 1 1]+p[0 1 1J+~[0 0 1J=[0 0 0] = a=B=7=0.

Ceci montre que les vecteurs de B sont linéairement indépendants et que B est une
base de V.

Exemple 6.10. Soit A une matrice de format m x n et ’ensemble U des solutions
du systeme homogene d’équations linéaires suivant

T 0
T2 0

A . = . = 0m><1
Ty 0

Nous avons vu a la proposition 6.4 que U est un sous-espace linéaire de V' = R7.
Soit une matrice réduite échelonnée A’ obtenue de A apres une série d’opérations
élémentaires de ligne. Notons par r : le nombre de lignes non nulles de A’, ¢’est-
a-dire que r est le rang rg(A) de A. Le nombre de variables dépendantes est r
et le nombre de variables libres est (n — 7). Notons les colonnes pivots de A’
sont 17 < i < --- < 1, et les autres colonnes sont j; < jo < -+ < Jn_p,
alors les variables dépendantes sont z;,, i,, ..., ;. €t les variables libres sont
Tjis Ljoy -5 Tj,_,.. Soit les (n — r) vecteurs X1, Xo,..., X,,_, de R} solutions
du systtme AX = 0,,x1 obtenus en posant a tour de role une variable libre égale
a 1 et toutes les autres variables libres égales a 0. Ainsi Xy, est la solution pour
laquelle ;, = 1 et les autres variables libres égales 20,0 k =1,2,...,(n —r).
Noter que les variables dépendantes sont fonction des variables libres. Alors B =
{X1,X9,..., X} estune base de N(A).
Considérons une solution S du systeme AX = 0,,x1 et notons celle-ci par
Q1
a2
S =

(679



6.2. SOUS-ESPACES LINEAIRES ET BASES 157

Alors S = aj, X1+, Xo+- - +aj, X+ - -+, X, . Eneffet, il faut savoir
que ces deux vecteurs ont les mémes coordonnées pour les variables libres. Les va-

riables dépendantes sont égales parce que tous les vecteurs S et X1, Xo, ..., Xp—pr
sont des solutions du systtme AX = 0,,x1. Ceci démontre que tout vecteur de
N (A) est combinaison linéaire des vecteurs X1, Xo, ..., X,
Si
0
0
X1 +aXo+ -+ apXp+ -+ Xnr =
0
alorsa; =g = -+ = &(n—r) = 0.En effet, il suffit de considérer les coordonnées

correspondants aux indices j; < jo < --- < jn—, et la facon dont sont définis les
vecteurs X1, Xo, ..., X, .

Nous allons illustrer ceci dans un exemple plus numérique.

Exemple 6.11. Soit la matrice A suivante :

1 -1 2 —4 -1
0 03 -9 4
A= 1 -1 0 0 =5
1 -1 1 -1 1

Considérons le noyau N (A) de A, ¢’est-a-dire

L1
L2
N(A) =4 X = |z3| €eRY| AX =
T4
L5

o O o o

Nous pouvons déterminer ce sous-espace. En effet, si nous utilisons I’algorithme
de Gauss-Jordan a partir de A, nous obtenons comme matrice réduite échelonnée
la matrice A’ suivante

1 -1 0 20
, 1o 01 =30
=10 00 o1
0 00 00
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Dans ce cas, les variables dépendantes sont x1, x3 et x5 et celles libres sont x3 et
x4. Ainsi la solution générale est

1 (zo — 214) 1 -2
i) T2 1 0
X =|x3| = 3x4 =20 |0 +24 | 3
T4 Ty 0 1
x5 0 0 0
La base 5 construite a I’exemple précédent est alors
1 -2
1 0
B=<¢X;1=10],Xo=1| 3
0 1
0 0

Il est facile de vérifier dans cet exemple que 53 est bien une base de N (A).

Proposition 6.6. Soit V = ]Rév (respectivement RY ) et un sous-espace linéaire U
nonnul de V.

(@) U a une base B = {271),272),,@}
(b) SiB= {17{,172),,@} etB = {W,v_g, .. ,v_n>} sont deux bases de U, alors
m=n.

Preuve. (a) Prenons un vecteur non nul 17{ . Si U est égal a toutes les combinai-
sons linéaires de 1’ensemble {u}}, alors il est facile de vérifier que B = {u]} est
une base de U. Sinon il existe des vecteurs de U qui ne sont pas combinaison li-
néaire de vecteurs de I’ensemble {1 }. Prenons ainsi un vecteur non nul w5 qui
n’est pas une combinaison linéaire de vecteurs de I’ensemble {17{ }. A cause de
la proposition 6.2, les vecteurs de 1’ensemble {17{, 775 } sont linéairement indépen-
dants. Si U est égal a toutes les combinaisons linéaires de I’ensemble {17{ , 175},
alors B = {17{,175} est une base de U. Sinon il existe des vecteurs de U qui
ne sont pas combinaison linéaire de vecteurs de 1’ensemble {17{ ,275} Prenons
ainsi un vecteur non nul 3 qui n’est pas une combinaison linéaire de vecteurs
de I’ensemble {17{, 175 }. A cause de la proposition 6.2, les vecteurs de I’ensemble
{17{ , 175, 175} sont linéairement indépendants. Nous poursuivons ainsi. Le processus
s’arréte parce que le nombre de vecteurs linéairement indépendants de U ne peut
pas étre strictement supérieur a /N a cause de la proposition 6.3 et de la proposi-
tion 6.2. Nous obtenons ainsi une base de U.

(b) Supposons que m # n et montrons que ceci conduit a une contradiction.
Nous pouvons supposer que m < n. Comme B est une base de U, alors nous
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pouvons écrire chacun des vecteurs de la base B’ comme combinaison linéaire des
vecteurs de 3. Ainsi

%
U1 = ant + a1 + -+ Qi
— — — —
Vg = G12U] + a22U2 + + - + Gym2Um,
7)—n> :01177,17{""CLQ?ﬂTQ)'i_"‘""amn??n>

Notons la matrice des coefficients par

ail a2 . QA1n

a1 ago e a2,
A=

Aml Am2 ... Gmn

Cette matrice est de format m X n. Si nous considérons le systtme homogene de
m équations linéaires a n inconnues suivant :

I 0

xI9 0
Al . | =

Ty 0

Comme le nombre m d’équations est strictement inférieur au nombre n d’incon-
nues, alors le systeme a une infinité de solutions et il existe une solution non nulle.

Donc il existe des scalaires o, a2, . . . , au, nON tous nuls tels que
ail a1 e Aln (6751 0
asy ano e aon a9 0
Aml Gm2 -+ Gmn| |Qn 0

Si nous considérons maintenant alﬁ + 042@ + -+ anﬁ, alors nous obtenons
que

— — —
ar(anul + ag1us + -+ am1t,)

— — —

_ tFaz(a12ul + axus + - - + am2ty,)

V] + U3 + -+ andy, =

— — —
+an (a1nul + a2pud + - -+ + Gmp )



160 CHAPITRE 6. ESPACES EUCLIDIENS

est égal a

%
(a1101 + ar2ag + -+ + a1p0n)ui
ﬁ
+(agrar + azean + - - - + a2p0p)u2 —
( nn) = 0uf + 0up + -+ + Oy, = 0.
=
F(am101 + amaaz + -+ + GnnQin) U,
— — . . . . .
Alors les vecteurs vi, va, . . ., vy, sont linéairement dépendants. Mais ceci contredit
le fait que 5’ est une base. Donc m = n. O

Définition 6.9. Soit V' = Rév (respectivement R2) et un sous-espace linéaire U de
V.SiU est {ﬁ}, alors nous disons que U est de dimension 0 et nous notons ceci
par dim(U) = 0. Si U n’est pas nul, considérons une base B = {u_{, b, ..., 1Tn>}
de U, celle-ci existe a cause de la proposition précédente, alors nous dirons que U
est de dimension n et nous notons ceci par dim(U) = n. Ce nombre est bien défini
a cause de la proposition précédente.

Exemple 6.12. Soit une matrice A de format m x n. Si le rang rg(A) de A est
r, alors la dimension du noyau N(A) est dim(N(A)) = n — r. Ceci est une
conséquence de I’exemple 6.10.

Proposition 6.7. Soit V' = ]Rév (respectivement RY ), un sous-espace linéaire U
non nul de 'V et une base B = {17{, 1T2>, e ,u_ﬁ} de U. Alors tout vecteur U de U
peut écrire d’une et une seule facon comme combinaison linéaire des vecteurs de
B. En d’autres mots, si = U, alors il existe des scalaires a1, ag, . . ., ay, tels que

— — —
U = onti] + ool + -+ iy
et ces scalaires sont uniques.

Preuve. Parce que B est une base, alors tout vecteur 7 de U est une combinaison
linéaire des vecteurs de 3. De ceci, nous pouvons conclure qu’il existe des scalaires
a1, o, , ..., Qp tels que

72@1171>+6¥2172>+'“+an17>n

Il nous faut maintenant montrer que ces scalaires sont uniques.
Supposons que

— — — — — —
a1ul + ud + - -+ apy = frul + Bous + - - + Brun,

alors nous obtenons

(a1 — B1)ut + (g — Bo)us + -+ -+ (o — Bty = f
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Comme les vecteurs de B sont linéairement indépendants, alors nous pouvons
conclure que

(1 —=p1) =0, (a2—p2)=0, ....(¢n—pp)=0

c’est-a-dire que a; = B1, ao = Pa, ..., an = Bp. Nous avons ainsi montré 1’uni-
cité. ]

Définition 6.10. Soit V' = Rév (respectivement R2), un sous-espace linéaire U

non nul de V' et une base B = {17{ U, .. ,u_>n} de U. Par la proposition précé-
dente, pour tout vecteur U de U, il existe des scalaires uniques o, g, . . ., y, tels
que

720&1771>+012772>+'--+04nu_>n

Alors la matrice des coordonnées de o/ par rapport a B est

Qo

Ici nous avons ordonné I’ensemble B et nous tenons compte de cet ordre dans la
définition de la matrice des coordonnées.

Exemple 6.13. Soit V = R?. Alors comme nous I’avons vu a I’exemple 6.9
B={vi=[111],5%=[0 1 1],%=[0 0 1]}

est une base de V. Considérons le vecteur [:U Y z} Comme nous 1’avons vu,
alors

[z y z]=2[1 1 1]+@w-2)[0 1 1]+(z-y) [0 0 1]

et conséquemment la matrice des coordonnées du vecteur [1: Y z] par rapport a
la base B est
x
[m ) Z] B = (y - I‘)
(z — )

Proposition 6.8. Soit une matrice A de format m x n.

(a) Soit A’ une matrice réduite échelonnée de format m x n telle que la matrice
A’ est obtenue de A apres une série d’opérations élémentaires de ligne. Alors
les lignes non nulles de A’ forment une base de I’espace-ligne L(A) de A.



162 CHAPITRE 6. ESPACES EUCLIDIENS

(b) Le rang rg(A) de A est égal a la dimension dim(L(A)) de I’espace-ligne de
A.

(c) Soit A" et A” deux matrices réduites échelonnées de format m x n telles que
ces matrices A’ et A" sont obtenues de A aprés une série d’opérations élé-
mentaires de ligne. Alors A’ = A”.

Preuve. (a) Nous avons vu au corollaire 6.1 que £L(A) = L(A’). Il nous faut alors
seulement montrer que les lignes non nulles de A’ forment une base de £(A').
Notons que, par définition de ce qu’est I’espace-ligne, tout vecteur de £(A’) est
une combinaison linéaire des lignes non nulles de A’. Tl nous faut donc seulement
montrer que les lignes non nulles de A’ sont linéairement indépendantes. Considé-

rons les lignes non nulles L1, Lo, ..., L, de A’. Nous voulons déterminer tous les
scalaires aq, as, . .., q, tels que
OélLl—}—OéQLQ—}—'--—FOéTLr:[O 0o ... 0]

Si nous considérons les coordonnées de la somme ci-dessus sur les colonnes pivots
et le fait que A’ est réduite échelonnée, alors nous obtenons a1 = g = -+ = ;. =
0. Ceci montre que les lignes non nulles de A’ forment une base de L(A) = L(A").

(b) Ceci est une conséquence de (a).

(c) Comme les lignes non nulles de A’ forment une base de £(A), que les
lignes non nulles de A” forment aussi une base de L£(A) et que ces deux bases
ont le méme nombre d’éléments, a savoir dim(L(A)) = rg(A), alors ces deux
matrices ont le méme nombre de lignes non nulles. Notons par L1, La, ..., L, : les
lignes non nulles de A et par L), L), ..., L : les lignes non nulles de A”. Notons
pari; < i < --- < i, : les colonnes pivots de A" et par j; < jo < -+ < jp :
les colonnes pivots de A”. Nous voulons premiérement montrer que i; = ji, is =
J2s s lr = Jr

Nous pouvons écrire L; comme une combinaison linéaire des lignes de A”.
Nous avons ainsi L1 = a1 L} +asLy+---+a, L. Siiy < ji, alors la composante
dans la colonne ¢; de L serait 0 parce que les composantes de la colonne i; des
lignes L}, LY, ..., L sont nulles, mais parce que i1 est une colonne pivot de A’ et
L est la premiére ligne de A’, cette composante doit étre égale a 1. Donc i1 > j;.
En intervertissant les rdles de L; et L), nous obtenons que j; > i;. Donc i1 = ji.

Supposons que nous avons déja démontré que i1 = ji,%2 = J2, ..., k-1 = Jk—1
et nous voulons maintenant montrer que 7 = ji. Nous pouvons écrire L; comme
une combinaison linéaire des lignes de A”. Nous avons ainsi Ly, = by L} + by L), +
.-+ 4 b, L. Si nous considérons toutes les composantes des colonnes 1 2 (i — 1)
de Ly, celles-ci sont nulles et de ceci, nous obtenons que by = by = -+ = b1 =
0. Donc Ly = bgLj, + bry1Lj | + -+ + bnLy,. Supposons que i < ji, alors
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la composante dans la colonne ¢; de Ly serait 0 parce que les composantes de
la colonne iy, des lignes Lj, Lj .. .., L; sont nulles, mais parce que i) est une
colonne pivot de A’ et Ly, est la k'™ ligne de A’, cette composante doit étre égale
a 1. Donc i, > ji. En intervertissant les roles de L et L, nous obtenons que
Jx = 1x. Donc i, = 7. Tout ceci démontre que les indices des colonnes pivots des
deux matrices A’ et A” sont les mémes, ¢’est-a-dire i1 = j1, i2 = Jo, ..., 0 = Jp.

Nous allons maintenant montrer que Ly = L, Ly = L, ..., L, = L!. Consi-
dérons la ligne L; de A’. Nous pouvons écrire celle-ci comme une combinaison
linéaire des lignes de A”. Nous avons donc Ly = by L} + boLl + -+ + b, L).. Si
nous considérons toutes les colonnes pivots de A’ sauf la k™, les composantes de
Ly, sont 0 pour ces colonnes, alors que pour la composante de la ligne L], de A”
pour m # k, celle-ci est 1 et conséquemment b,, = 0. De cette observation, nous
obtenons que Lj, = by L. Les composantes de L, et L sur la ki®me colonne-pivot
sont toutes les deux égales a 1 et conséquemment by, = 1 et Lj, = L}. Nous avons
ainsi montré que A’ = A”. O

Proposition 6.9. Soit une matrice A de format m x n.

(a) Soit A’ une matrice de format m x n telle que la matrice A’ est obtenue de A
apres une série d’opérations élémentaires de colonne et sa transposée (A’ )T
est réduite échelonnée. Alors les colonnes non nulles de A’ forment une base

de I’espace-colonne C(A) de A.

(b) Le nombre de colonnes non nulles de A’ est égal a la dimension dim(C(A))
de I’espace-colonne de A.

(c) Soit A’ et A" deux matrices de format m x n telles que ces matrices A’ et A”
sont obtenues de A aprés une série d’opérations élémentaires de colonne et
leurs transposées (A')T et (A") sont réduites échelonnées. Alors A’ = A”.

Preuve. Ceci est une conséquence de la proposition précédente en considérant la
transposée A’ de A. O
6.3 Produit scalaire et méthode des moindres carrés

Définition 6.11. Soit V' = Rév (respectivement RY), il est possible de définir le
produit scalaire des deux vecteurs u et ¥ de V de la facon suivante :

7-7:albl+a2b2+---+a]\;b]\/



164 CHAPITRE 6. ESPACES EUCLIDIENS

ou U = [al as ... aN] et U = [bl by ... bN] (respectivement
al b1
T el VT
an by

Exemple 6.14. Soit V = R{.Si W = [I -2 0 3]et¥ =[2 3 1 5],
alors

T T = (1)@ + (~2)(3) + (0)(1) + (3)(5) = 1L.

Définition 6.12. Soit V' = ]Rév (respectivement ]Rév ) et un vecteur U € V. Alors
la norme ou encore la longueur de o est

1T = a3 +a3+ - +d}

si
72[@1 az ... ay] (respectivement 72[@1 as ... aN]T).

La proposition 5.5 peut étre généralisée aux espaces euclidiens. C’est ce que la
proposition suivante fait et sa preuve est similaire a celle du chapitre 5

Proposition 6.10. SoitV = Rév (respectivement Rév ) et deux vecteurs 7, v ev.
Alors

(a) la longueur | V|| de 0 est | V|| = V7V - U.

(b) le produit scalaire U -V estégala W -V = || |||| V|| cos(8), on 0 est 'angle
fait par les demi-droites d’origine 0 et de direction UetW respectivement.

Cette derniere proposition nous permet de calculer 1’angle entre deux vecteurs
de Rév (respectivement Rév )

Exemple 6.15. Soit V = R}, ¥ = [1 -1 3 2]et¥ =2 3 0 —4].

Alor
" 17 = V(12 + (-1 + (3)2 + (2)2 = V15,
17 = V(22 +(3)2 + (02 + (—4)> = V29 et
7T = (1)(2) + (-1)3) + (3)(0) + (2)(—4) = 9.
Si 6 est I’angle entre W et U, alors nous avons
w - -9 -9 —9
eo0) = i = vive ~ v~ = ()

Ainsi 6 ~ 115, 564 degrés. ~ 2,017 radians.
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Proposition 6.11. Soit V = Rév (respectivement RY ) et deux vecteurs non nuls
7, U € V. Alors W et W sont orthogonaux (ou encore perpendiculaires) entre
eux si et seulement si U - U = 0.

Preuve. Silangle 6 entre U et ¥ est§ = 7/2, alors cos(0) = Oet & - ¥ = 0.
Si W et ¥ sont deux vecteurs nonnulsde Vet @ - ¥ = 0, alors

0= U =||d||7||cos(d) = cos(d) =0

car ||| # Oet |V # 0. Donc § = m/2 et W et ¥ sont orthogonaux entre
eux. U

Remarque 6.2. Nous avons pu généraliser ci-dessus la notion de produit scalaire
aV = Rév (respectivement RY). Cependant si N # 3, alors il n’est pas possible
de généraliser la notion de produit vectoriel de deux vecteurs de V.

Nous allons maintenant décrire la notion de droite des moindres carrés et plus
généralement la méthode des moindres carrés. Commencons par décrire la notion
de droite des moindres carrés.

Soit n points : (x1, 1), (T2,92), - - - , (Tn, Yn) du plan E? tels que les scalaires
x1, T2, ..., Ty Ne sont pas tous égaux. Nous cherchons a déterminer parmi toutes
les droites d’équation y = ax+b, celle qui minimise le carré de la distance suivant :

n

d(a,b) = [y — (az; + )],

i=1

Il s’agit de la droite qui est la plus pres de 1’ensemble des n points. Nous avons
illustrer ceci ci-dessous.

@ )6 )

[y;- (ax;+b NG / ~

est le carré de la S (x;, ax;+b)
longueur du segment v
(xl’ yl)- -(x2, }’ﬁ X

FIGURE 6.1 — Droite des moindres carrés

Proposition 6.12. Soit n points : (z1,v1), (z2,92), - - -, (Tn, yn) du plan E? tels
que les scalaires x1, o, . . ., x, ne sont pas tous égaux. Alors il existe parmi toutes
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les droites d’équation y = ax + b : une unique droite d’équation y = ax + b qui
minimise le carré de la distance

n

d(a,b) = 3 [y — (aw; + b)J2

i=1
et pour celle-ci, nous avons

n (i ziyi) — Qi i) Qi i)

o n (i a7) — (2 ;)
et
5 (C ) (T v) — (i @) (01 wiys)

n (Z?:l 373) - (i xz‘)Q

Preuve. Considérons les vecteurs-colonnes suivants de R :

Y1 xp 1 x1 1
Y2 o 1 |:a:| T2 1
. et ) =al| .|+
: : b :

Y1 1 1
Y2 T2 1 a
AN b}’
Yn | T 1
c’est-a-dire
2 2

Y1 rp 1 (y1 —azxy —b)

Yo z2 1| g (y2 — axa — b) n
2 I [b] - : :Z(yi—axl—b)Q
: Do P

Yn Ty 1 (yn — QTp — b)

Lorsque a et b varient , les vecteurs-colonnes
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forment un plan II dans I’espace V' = R?. Ceci est une conséquence du fait que
les scalaires x1, x2, . . ., T, ne sont pas tous égaux. Noter aussi que pour la méme
raison les vecteurs-colonnes

T 1
T2 1
et
Tp 1
sont linéairement indépendants.
Le vecteur-colonne
Y1
Y2
Yn

n’appartient généralement pas au plan II. Géométriquement il est facile de voir que
les scalaires @ et b qui font en sorte que la fonction d(a, b) est minimale sont ceux
pour lesquels le vecteur

Y1 1 (y1 —azy — é)
Y2 o 1 a - (y2 — dxg — b)
: U :
Un Tn 1 (yn - d.an — 6)
est perpendiculaire aux deux vecteurs-colonnes
I 1
T2 1
et
Tp 1

Nous obtenons donc les deux équations linéaires :

Y1 1 1 1
Y2 z2 1| Tg 1
" m -0
: b
Yn Ty 1 1
et
Y1 T 1 T

Yn Tn 1 In
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(Zn:yz> —a <Zn:acl> —bn=0 et
i=1 i=1

n n n
E Ty | —a E azf —b g z; | =0
i=1 i=1 i=1
Nous pouvons écrire ceci sous forme matricielle :

(> iz i) n ] (i1 i)
(2?21 xzz) (> i) (> Tiyi)

Comme nous 1’avons observé ci-dessus, une conséquence du fait que les scalaires

c’est-a-dire

1
o

1, T2, ..., Ty NE sont pas tous égaux est que les vecteurs-colonnes
il 1
T 1
et
Tn, 1

sont linéairement indépendants et ainsi les scalaires a et b sont alors uniques. Il est
aussi possible de montrer que le déterminant

OPEED n
#0
(i af) (i i)
pour vérifier I’unicité de a et b. Parla regle de Cramer, nous obtenons que
(i i) n i) (2 v)
i ziy) o ) (i xf) (i wiyi)

a= et b=

(i =) n (i i) n
(Z?:l 5’312) (> iy i) (Z:‘L:l 5’312) (O i)

En développant ces déterminants, nous obtenons la proposition.
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Exemple 6.16. Déterminanons la droite des moindres carrés pour les 4 points sui-
vants : [1 3], [2 5], [4 10} et [5 11]. Si nous procédons comme dans la

preuve ci-dessus, il faut déterminer les scalaires a et b tels que le vecteur

3 1 1
50 2| |1
] %4 "1
11 5 1

est perpendiculaire aux deux vecteurs

1
2
4
b}

Nous obtenons donc le systeme d’équations linéaires

IR

1
et !
1
1

Nous obtenons donc que

29 4
108 12’ ~(29)(12) — (4)(108) 84 01
“T T2 4] T (12)12) - @@6) 40 7
‘46 12'
et
12 29
i _ '46 108’ ~ (12)(108) — (29)(46) 38 0.95
T ol12 4| 0 (12)(12) — (4)(46) 40 T
’46 12'

La droite des moindres carrés est alors y = 2,1z + 0,95.

Il est possible d’écrire directement le systeme d’équations linéaires permettant
d’obtenir les scalaires a et b.

Proposition 6.13. Soit n points : (x1,y1), (x2,2), - - -, (T, yn) du plan E? tels

que les scalaires x1, x2, . ..,T, ne sont pas tous égaux. Posons
T 1
T2 1
M =
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Alors la droite des moindres carrés y = ax + b est celle pour laquelle

1

a Y2

-

Un

Preuve. Nous avons
n 2 n yl n
(i a?) (i @) Y2 iz i)
M™M= et MT |77 =
O n ‘ (i1 vi)
Yn

Ainsi le systeme d’équations linéaires permettant de calculer les scalaires a et best
équivalent au systeme
Y1

MTM m _yr |7

Yn
Comme les scalaires x1, 2, . . ., Ty, ne sont pas tous égaux, alors la matrice M Tpr
est inversible. Donc
a1

-

Yn
O

Exemple 6.17. Reprenons les quatre points de 'exemple 6.16 : [1 3], [2 5],
[4 10] et [5 11]. Alors

11 11
|21 o 12 4 5|2 1] [46 12
M=14 1 etMM_[1111}41_[12 4}

51 51

Le déterminant de M7T M est det(MT M) = (46)(4) — (12)(12) = 40. Donc

3 3

1] 4 -12 5] 12 4 5] |5| [i08
Tap-1_ 1 T _ _

MM =1 {—12 46} et Mo _[1 11 1} 10 _[29]

11 11
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Nous obtenons donc

3
al o oranaa,r | 5] 1[4 —12][108]  [21
[6]_(M MM 0| = 1 [—12 46| [ 29| ~ 10,95]

11

Remarque 6.3. Pour la matrice M ci-dessus, la matrice (M7 M)~ M7 est une
pseudo-inverse de M/. Comme M n’est pas une matrice carrée, elle n’a pas d’in-
verse. Mais elle a un inverse a gauche, a savoir (M7 M)~ MT.

En utilisant des méthodes similaires, a savoir 1’orthogonalité de vecteurs, il
est possible de considérer des questions analogues. Nous allons illustrer ceci dans
deux situations.

Proposition 6.14. Soit n points : (x1,y1), (z2,y2), - - -, (T, yn) du plan E? tels
qu’il existe trois indices : i, j et k pour lesquels le déterminant

1 x; 3:Z2

1 xz; 23 #0
J J

1 xp xi

Alors il existe parmi toutes les paraboles d’équation y = ax?+bx +c : une unique
parabole d’équation y = ax? + bx + ¢ qui minimise le carré de la distance

n

d(a7 b7 C) = Z[yl - (a’xlz + bxl + C)]2
i=1

et pour celle-ci, nous avons que

o o9

est 'unique solution du systeme suivant d’équations linéaires :
(2?21 %2) (Xoim i) n a (i1 i)
(i a?) (Ciiad) Ciw) | |b] = | (i zivi)
(Ciizf) (Ciia?) (Ziniaf)] Le (> 27yi)
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De plus, si M est la matrice

alors la solution sera

o o9
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I

T2

Tn

Y1

Y2
— (MTM)—IMT ]

Yn

Preuve. Nous allons seulement esquisser la preuve. Il faut réaliser que d(a, b, c)
est le carré de la longueur du vecteur-colonne

Y1

Y2

Yn

ro.2
Ty
2
)
2

LT

I

T2

Tn

I
a
1
b
c
1_

Lorsque a, b et c varient , les vecteurs-colonnes

2
Ty

2
Lo

2

Tn

xy

Z2

In

1

1

1

-
Ty

2
)

Lol

T2

+b

T |

1

forment un sous-espace U (de dimension 3 a cause de nos hypothéses) dans I’es-

pace V =R
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Le vecteur-colonne
Y1
Y2

Yn
n’appartient généralement pas au sous-espace U. Géométriquement il est facile
de voir que les scalaires a, b et ¢ qui font en sorte que la fonction d(a, b, c) est
minimale sont ceux qui font en sorte que le vecteur

(91 ] (22 oz 1] (y1 — az? — bry — &)
a
Y2 3 a9 1 (y2 — az3 — bry — &)
_ bl =
¢
LYn] EENY (Yn — ax2 — b, — ¢)

est perpendiculaire aux trois vecteurs-colonnes

[22] [21] [1]
73 T2 1
, et
2
L] [ Tn ] 1]
Nous obtenons ainsi les trois équations linéaires de la proposition. O

Exemple 6.18. Considérons les quatre points [a:y yl] suivants : [1 2], [2 5],
[4 15} et [5 26]. Déterminons la “parabole des moindres carrés”, c’est-a-dire
’unique parabole d’équation y = ax? + br + ¢ qui fait en sorte que le carré de la
distance

4
d(a,b,c) = ZL% — (az? + bx; + c))?
=1
soit minimale. Dans ce cas,

12 1 1 1 11
22 92 1 4 2 1
M = 42 4 1| |16 4 1
5 5 1 25 5 1
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Nous avons que

1 4 16 25 i;i 898 198 46
MTM=11 2 4 5 6 o4 1l = 198 46 12
111 1], o 46 12 4

Cette derniére matrice est inversible, car son déterminant est 360. Nous obtenons
que
1 40 —240 260
(MT M)~ = 360 | 240 1476 —1668
260 —1668 2104

La solution est alors

7l T -1 T
b = (MEM)=ME
¢ 26
) 40  —240 2601 [1 4 16 25 g 4/3
=55 | 7240 1476 —1668| (1 2 4 5| | ) = ~11/5
260 —1668 2104] |1 1 1 1 49/15

26

Donc la parabole recherchée est y = (4/3)2% — (11/5)z + (49/15).

Proposition 6.15. Soit n points : (x1,y1,21), (X2,Y2,22), - -+, (Tny Yn, 2n ) de Ies-
pace E3 tels qu’il existe trois indices : i, j et k pour lesquels le déterminant

1 = oy

Loz | #0

Iz oy
Alors il existe parmi toutes les plans d’équation z = ax + by + ¢ : un unique plan
d’équation z = ax + by + ¢ qui minimise le carré de la distance

n

d(a,b,c) = Z[Zi — (az; + by; + o)]?

=1

et pour celui-ci, nous avons que

o S
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est 'unique solution du systeme suivant d’équations linéaires :
imi@) (i1 w) n a (> oims 2i)
(Z?:l 3%2) Qi @iys) iy @) | [b] = |2 wiz)
iz (Ciw?)  Ciw)] Le (Xoim1 vizi)

De plus si M est la matrice

1 oy 1
z2 y2 1
M = ,
Tp Yn 1
alors la solution sera
R 21
¢ T 1,7 |2
bl =(M"M)""M
¢
Zn

Preuve. Lorsque a, b et ¢ varient , les vecteurs-colonnes

1 y1 1 1 Y1
Ty ya 1| | ) Yo 1
.. b =al . | F+0] .| +e
‘ : :
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forment un sous-espace U (de dimension 3 a cause de nos hypotheses) dans 1’es-

J— n
pace V = R.
Le vecteur-colonne
Z1
22
Zn

n’appartient généralement pas au sous-espace U. Géométriquement il est facile
de voir que les scalaires a, b et ¢ qui font en sorte que la fonction d(a, b, c) est
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minimale sont ceux qui font en sorte que le vecteur

Z1 1 Y1 1 a (Zl — d:ﬂl — l:?yl — é)
Z9 T2 Y2 1 [; - (ZQ — dajg — by2 — é)
Zn Tn Yn 1 ¢ (Zn - d.an — Byn — é)

est perpendiculaire aux trois vecteurs-colonnes

1 Y1 1
D) ) 1

s . et .
Tn Yn 1

Nous obtenons ainsi les trois équations linéaires de la proposition.

O
Exemple 6.19. Considérons les quatre points [z; y; 2] suivants: [1 1 5],
[2 1 7], [1 3 7] et [2 3 7]. Déterminons le plan d’équation z = ax +

~

by + ¢ qui fait en sorte que le carré de la distance

4
d(a,b,c) = Z[zZ — (am; + by; + ¢))?
i=1
soit minimale. Dans ce cas,
1 11
2 11
M = 1 3 1
2 31
Nous avons que
1 21 2 ; 1 1 10 12 6
MTM:1133131:12208
1 111 9 3 1 6 8 4

Cette derniere matrice est inversible, car son déterminant est 16. Nous obtenons
que
16 0 —24
0 4 -8
—24 -8 56

1
(MTM) = —
16
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La solution est alors

bl = (MTM)TMT -
¢ 7
5
L[ 16 0 —24) 1 2 1 2] | 1
=5 | 0 4 8|1 13 3| =112
—24 -8 56) [1 1 1 1] | 4

Donc I’équation recherchée est z = = + (1/2)y + 4.

6.4 Changement de bases

Dans cette section, V' désignera I’espace Rév des vecteurs-lignes (respecti-
vement 1’espace RY des vecteurs-colonnes) ayant N composantes. Etant donné
un sous-espace linéaire U de V, ainsi que deux bases B = {27{ b, ... ,u_ﬁ},
B = {ﬁ, 1?2, ey v_>n} de U, nous aimerions relier les matrices de coordonnées
[ et [W]p par rapport 2 B et 2 B’ pour un vecteur @ quelconque de U .

Définition 6.13. Avec les notations ci-dessus, comme B est une base de U, nous
pouvons écrire chacun des vecteurs de B’ comme une combinaison linéaire de vec-
teurs de B et nous avons

— — — —>
V] = G11U] + a21u2 + - -+ AplUn
— — — —>
V2 = G12U] + a22Us + -+ -+ Anp2Un
6.1)
—> — —> —>
Up = AlpU] + A2pU2 + -+ - + Appln
Alors la matrice
ail a2 e QA1n
as1 a2 ... Q2p
sl]s =
anl An2 ... Qnpp

est la matrice de passage de la base 5’ a la base B.

Exemple 6.20. Soit U =V = Rg’. Nous avons vu a I’exemple 6.9 du chapitre 6
que
B={uj=[1 1 1],w5=1[0 1 1],a3=1[0 0 1]}
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est une base de ]R?.
B={wi=[1 0 0,3=[010,=[0 0 1]}

est aussi une base de R?. C’est la base standard de Rg. Pour calculer la matrice

de passage g[I]p, il nous faut exprimer chacun des vecteurs v € B’ comme

combinaison linéaire des vecteurs de B. Noter qu’a ’exemple 6.9, nous avons vu
que

[y z]=2[1 1 1]4+@w-2)[0 1 1]+(z—y)[0 0 1]

= zui + (y — 2)us + (2 — y)us

La premiere colonne de g[I]|s sera obtenue de

vi=1[1 0 0] =1uf + (0—1)us + (0 — 0)a5 = (1)uf + (—1)uj + (0)uh
La deuxi¢me colonne de 3[/]p sera obtenue de

v3=1[0 1 0] =0uf+(1—0)u3+(0—1)uj = (0)uf + (1)u + (~1)uj
Finalement la troisi¢me colonne de 3[/]p’ sera obtenue de

v3=1[0 0 1] =0uf+ (0—0)u3 + (1—0)u5 = (0)ui + (0)u3 + (1)u}

Donc la matrice de passage est
1 00
gl =(-1 1 0
0 -1 1

Remarque 6.4. 11 ne faut pas confondre les deux matrices g[I]p et p/[I]5. Pour
calculer la matrice de passage g[I]|p/, nous avons exprimé chacun des vecteurs
v, € B’ comme combinaison linéaire des vecteurs de B, alors que pour calculer
g [I]p il faut exprimer chacun des vecteurs u, € B comme combinaison linéaire
des vecteurs de B'. Si nous effectuons ce calcul, nous obtenons que la matrice de
passage est

pllls =

—_
—_ = O

0
0
1

Proposition 6.16. Soit V, U, B et B’ comme précédemment et le vecteur weU ,
alors les matrices de coordonnés de U relativement aux bases BB et B' satisfont la
relation suivante :

(W5 = sll]s(U]s
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Preuve. Notons les matrices de coordonnées du vecteur @ relativement aux bases
B et B’ par

a o)
/
(65)] 052
[d]5 = et [Ulg = |,
an al,
et la matrice de passage p[I]p par
ain a2 ain
a1 a2 azn
sl]p =
anl  An2 Ann

En d’autres mots, nous avons que

U= ol + asis + -+ aniy, et W =aohvl +abvs + -+ al vy

De la définition de la matrice de passage g[I]|p et des équations 6.1, nous avons
aussi

— — — —
Vi = a1ul + ag1u2 + -+ anin
— — — —
V2 = a12ul + ag2u2 + - - + ap2lp
— — — —
Up = G1pU] + A2pU2 + - - + AppUnp
En substituant les expressions ci-dessus pour Ff, on: = 1,2,...,n, dans

I’équation U = 0/111_1> + 0/211_5 + o+ aﬁlﬁ et par la distributivité, nous obte-

nons facilement que

/ / I\ ! / !
7 = (allal + ajgay + -0+ alnan)ul + (a21a1 + a0y + - -+ agnan)uz

+
=«

/ ! /
ot (ap10q F apay + -+ appad,)
— — —

1U + QoU) + -+ -+ QpUnp

i,

—>

Par I’ unicité de I’expression d’un vecteur comme combinaison linéaire des vec-
teurs de la base B, nous obtenons

a1

a2
(6.2)

Qp

/ / /
= a1107 + 1200 + -+ -+ A1pQy,

/ / !
a2104 + 2200 + -+ a2n 0y,

/ / /
Ap1Q + Ap2Qs + - -+ + AppQy,
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Des équations 6.2, nous obtenons que

a1 ai; a2 ... A1n aq
/
(D) asr a2 ... aon Qo
/
(7% ap1 Ap2 ... Qpn (07%

c’est-a-dire que nous avons [7]3 = pl]p [7]3/ et c’est ce que nous voulions
montrer. t

Exemple 6.21. Reprenons les bases B et B’ de ’exemple 6.20. Nous avons déja

calculé
1

00
slllg = -1 1 0
0 -1 1

Siw =[x y z],alors comme nous I'avons vu dans I’exemple 6.20

W] = |y| et [Ws=|(y—x)
z (z—y)

Il est facile de vérifier dans ce cas que

z 1 0 0f |z
[Ws=|(y—a)| = |-1 1 0| |y| =sllls[U]s
(z—v)] 0 -1 1] |z
Ilustrons ceci avec le vecteur o = [1 -1 2] . Nous avons donc que
1 1
[ﬁ]g/ = |-1 et [7]3 = |-2
2 3
Nous avons bien
1 1 00 1
(W= |-2| =|-1 1 0| |-1| =sllls[d]s
3 0 -1 1 2

Proposition 6.17. Soir V, U comme précédemment et trois bases B, B’ et B" de
U:B={ul,a,.. u} B = {0, .00} et B = {i},wh,...,w,}. Si
g, g|I|g et pr[I|gsont les matrices de passage relativement aux bases B, B
et B", alors nous avons

sl =pIs 55
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Preuve. Nous ferons la preuve de cette proposition dans le cas o n = 2. La preuve
pour un entier n quelconque est similaire. Posons

ail a2 b1 bi2 c11 c12
v = , | r = et | lp =
olfls = 2 2], wine = [0 2]« wia= |

Ceci signifie que nous avons les équations suivantes :

— — —
U] = a11vi + a21v
6.3) { 1 1101 2102

— — —>
U2 = 1201 + a22V3

— — —

6.4) v{ = briwi + barws
. — — —»
v3 = biawi + bagw?

— — —

6.5) U] = C11W1 + C21 W2
. — — —
U = C12W1 + C2wW2

En substituant les équations 6.4 dans celles de 6.3, alors nous obtenons

— — —
ul = (briair + bizagi)wi + (barair + bagasi )ws
— —
= C11W] + C21 W3
— — —
up = (br1ai2 + bi2age)wi + (ba1aiz + baage)ws

— —
= C12W] + C22W2

Donc
c11 = biiann + bizag
c21 = bara1n + bazag
c12 = b11a12 + bizags
c22 = baraia + bagags
et
[611 012] _ [bn 512] [an a12] _
Co1 C22 bo1 oz a1 age
En d’autres mots, g [I]B = B [I]B’B’ [I]B. ]
Corollaire 6.3. Soit V' et U comme précédemment et deux bases Bet B' de U : B =
{17{, s, ... 7u_>n}, B = {ﬁ, 5, U_>n} Alors les matrices de passage [ et

B[] sont inversibles et de plus elles sont I’inverse l'une de I’autre, c’est-a-dire

(Be) " =plls e (zlUs) " =slls.
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Preuve. 1l faut premierement noter que les deux matrices de passage g[I|s et
B[] sont égales a la matrice identité I,,. De la proposition précédente, nous
obtenons en posant premiérement B’ = B que

sppllls = sl = I
De fagon similaire, nous avons
gllssll]s = pll]lp = In

Ceci démontre que le corollaire.
O

Remarque 6.5. Le corollaire précdent nous permet de calculer la matrice 5/ [I]3 si
la matrice g[/]p est déja connue en inversant cette derniere

6.5 Exercices

Exercice 6.1. Considérons V = Rz} et les cinq vecteurs suivants :

vi=[1 -1 0 2,0 =[0110,55=[-10 3 1],
vi=[0 -3 5 6letvs =[0 0 -1 3].

_)

(a) Est-ce que le vecteur v; est une combinaison linéaire des vecteurs W @ et

32

(b) Déterminer une équation de la forme ajx1 + asx2 + azx3 + asxgy = 0 qui
décrit tous les vecteurs qui sont des combinaisons linéaires des vecteurs v_f @

et v3.

(c) Est-ce que le vecteur v—g est une combinaison linéaire des vecteurs v_{, @ et
39
v3 !

(d) Est-ce que les 4 vecteurs @, U_§, Ei et v_g sont linéairement indépendants ou
non ?

(e) Est-ce que B = {@, v3, 04, ﬁ} est une base de R;} ?

Exercice 6.2. Considérons V = R? et les quatre vecteurs suivants

1 0 -1 1
Ul_ 2 71)2_ 0 7/U3_ 1 ,’U4— 1
0 4 1 1

Est-ce que ces quatre vecteurs sont linéairement indépendants ou pas ?
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Exercice 6.3. Considérons V = R} et B = {v1,v3,v3, 04}, ot

=210 -1],v =[0 -1 2 1],5§=[1 0 -3 1],
=0 2 -1 1].

(a) Vérifier que B est une base de V.

(b) Déterminer la matrice des coordonnées du vecteur [ml To I3 :L‘4] par rap-
port a la base B.

Exercice 6.4. Considérons V = R;} et le sous-espace linéaire
— — — —
U = {0411/1 + oV + 3V3 + (g4 ‘ o1, 09,03,04 € R},
ou

vi=[21 -1 0,0 =[01 -2 3],v5=[1 0 -1 1],
vi=[3 3 -3 2].

U est I’espace-ligne £(A)de la matrice

21 -1 0
01 -2 3
A= 10 -1 1
3 3 -3 2

(a) Déterminer une base B de U et la dimension dim(U) de U en utilisant le fait
que U = L(A).

(b) Est-ce que le vecteur v = [1 1 -2 5] appartient au sous-espace U ? Si
oui, alors déterminer la matrice des coordonnées [7] 5 du vecteur ¥ par rap-
port a la base B.

(c) Est-ce que le vecteur v = [6 -1 -1 —2] appartient au sous-espace U ?
Si oui, alors déterminer la matrice des coordonnées [7] 5 du vecteur ¥ par
rapport a la base B.

Exercice 6.5. Considérons V' = R et le sous-espace linéaire

x
Z2
x3
T4

eR}| AX =

o O O O
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ol
1 2 -1 3
0 2 =2 4
A= 2 2 0 2
-3 -2 -1 -1
Soit les vecteurs
-1 6 1
0 —11 1
‘71) - 2 b ‘ﬁz — _1 9 ‘?‘3 - 1
1 5 1

(a) Déterminer une base B de U et la dimension dim(U) de U en utilisant le fait
que U est le noyau N(A) de A.

(b) Est-ce que le vecteur vi appartient au sous-espace U ? Si oui, alors déterminer
la matrice des coordonnées [\7{] 5 du vecteur v{ par rapport a la base B.

(c) Est-ce que le vecteur Vs appartient au sous-espace U ? Si oui, alors déterminer
la matrice des coordonnées [\75] B du vecteur V3 par rapport a la base 5.

(d) Est-ce que le vecteur Vi appartient au sous-espace U ? Si oui, alors déterminer
la matrice des coordonnées [\7>3] B du vecteur \73> par rapport a la base 5.

Exercice 6.6. Considérons les 5 points suivants du plan : [1 1], [—2 —7],
[3 8], [5 14] et [—3 —1()]. Déterminer 1’équation y = ax + b de la droite
des moindres carrés pour ce nuage de points.

Exercice 6.7. Considérons V' = Rg, la base B = {1?1 ,1T2> ,IT,?,),lTZl} de I’exer-
cice 6.1, ol

=210 -1],a =[0 -1 2 1],w=[1 0 -3 1],

(a) Déterminer la matrice de passage p[I]p de la base B’ a la base B. (Utilisez les
résultats de 1’exercice 6.1.)

(b) Déterminer la matrice de passage ;/[I]|5 de la base B a la base B'.

(c) Vérifier que les deux matrices g[I]g et g [I] sont I’inverse ’'une de 1’autre.
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Exercice 6.8. Considérons V = RZ’, la base B = {1?1 , TE , 3 }, ot

u=[-11 -1, w=[0 2 1], wW=[-1 0 -2],

la base standard B’ =

wi=[2 -1 1], ws=

Vous pouvez prendre pour acquis qu’il s’agit bien de trois bases de V = Rg.
(a) Déterminer la matrice de passage s/ [/]5 de la base BB a la base 5.
(b) Déterminer la matrice de passage 5[] de la base B’ a la base B”.

(c) Déterminer la matrice de passage g~ [I]3 de la base BB a la base 5”.
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(d) Soit le vecteur U = [3 -1 4]. Déterminer les matrices de coordonnées
[W]5, [U]p et [W]g de U par rapport aux bases B, B et B” respectivement.






