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9. SEMAINE 9 : 26 NOVEMBRE 2018
9.1. Partie 1.

9.1.1. Rappel.

9.1.2. Equations différentielles (§4 ou §2.3). Une équation & plusieurs variables
dans laquelle il y a une relation entre une fonction inconnue et une ou plusieurs de

ses dérivées, ou une relation des différentielles est appelée une équation

Exemples 9.1 Des exemples :

W) &=
(2) V% nr
3) v +2y —3=1a'
(4) P+&=¢
(5) % = k@ (k une constante)
Une équation différentielle est siil y a au plus deux variables,

ainsi que des dérivées d’ordre supérieur ou égal a 1 d’une des variables par rapport

a lautre. Quels exemples en haut sont ordinaires ?
() —
(0]
(G R—
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d’une équation différentielle est le plus élevé des ordres des déri-

vées contenues.

Une d’une équation différentielle est une fonction qui ne contient
aucune dérivée et aucune différentielle, et qui satisfait cette équation.

Exemple 9.2 La fonction y = 222 +sin(z) est une solution de ;:—xyg —z?=2- 4

Exemple 9.3 La fonction y = 1 — x est une solution de 7y” +¢y' +y +x = 0.

Une équation différentielle est d variables si on peut ’écrire

sous la forme

Exemple 9.4 Lesquelles sont a variables séparables ?

dy . i dy Ay _ a3y dy _
1 = sin(z) cos(y) T = sin(zy) 15 = ¢ x
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Et pourquoi on veut avoir une équation différentielle & variables séparables ? Car

dans ce cas, c’est facile de trouver une solution!

Exemple 9.5 Faisons % = sin(z) cos(y). Ca nous donne : sec(y) dy = sin(z) dz.

ay _
/ sec(y) dy = / sin(z) dz

On va utiliser 'intégration !
In(|sec(y) + tan(y)|) + ¢, = —cos(x) + ¢,
In (|sec(y) + tan(y)|) = — cos(z) — C
Donc, on a une solution générale pour notre équation différentielle.

Une solution est appelée si on peux mettre la solution sous la

forme F(z,y,C) = 0. Notre exemple a comme solution implicite :
In(|sec(y) + tan(y)|) + cos(z) + C =0

Une solution est appelée si on peux mettre la solution sous la
forme y = f(z,C). On peut trouver une solution explicite par rapport & = facilement

pour notre exemple :
x = arccos(— In(|sec(y) + tan(y)|) + C)
Par contre, par rapport a y, il n’y a pas de solution explicite.

Exemple 9.6 Faisons un autre exemple : j—‘z =¢%*+3% Ona

Alors
/e_3y dy = /623: dx

-3y _

y:

On voit que cet exemple a une solution explicite.

Une est une condition imposée pour les va-

leurs de x ou y. Par exemple, on peut imposer que y = 0 lorsque x = 1. Ca

nous aide a trouver nos constantes C' et en méme temps nous donne une solution
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Pour trouver une solution particuliére il nous faut n conditions initiales ou n est

lordre de ’équation différentielle.

n

Exemple 9.7 Soit I’équation différentielle 2y

particuliere.

= 3z + 6, trouvez une solution

Pour trouver une solution particuliére, il nous faut __ conditions initiales. Donc,

disons qu’on a

comme solutions & notre équation differentielle.

Commencgons par trouver une solution implicite.

d(y")
2 M — 2 —
Y e 3x+6
/Qd(y”) = /3CE +6dx
2y// —
/Qd(y’) = / ga:Q + 6z + C dx
2y =

1
/2dyz/§x3+3x2+01x+02d:r

2y =

Avec nos conditions initiales on a :

y=0,z=0=

y=1L,zrz=1=

y=0,z=-1=
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Donc, notre solution particuliére est :

9.1.3. Suites (§6.2 ou §6.1). Une ___ est une séquences des nombres.
Exemple 9.8 (1) {1,1,1,1,1,...}

(2) {1,2,3,4,5,...}

® (3330

(4) {1,2,6,24,120,...}

(5) {1,1,2,3,5,8,13,21,...}

(6) {1,1,2,5,14,42,.. .}

(7)

Plus précisement, une suite est

On a deux fagons d’écrire une suite donnée :

{a17a21a37'°'} f(n):an
Si notre suite est donné par une fonction explicite, le terme est appellé un
terme de la suite. Ca nous permet d’utiliser la notation : {an}zozl

ou {a,} pour désigner la suite.

Exemple 9.9 (1) {1,1,1,1,1,...} = {1}
(2) {1,2,3,4,5,...} = {i}
@) {55451 =

Page 95



MAT 0344 Aram Dermenjian

(4) {1,2,6,24,120,...} =
(5) {1,1,2,3,5,8,13,21,...} = {M} ot = 1.61803398874989 . . ..
(6) {1,1,2,5,14,42,..} = {315 }

(7)
1 =1 1 =1 1

Exemple 9.10 C’est quoi le terme général de la suite | 3, %, 775 T8 37> - - } ?

9.2. Partie 2. On peut aussi définir une suite en utilisant les termes précédants.

Une suite est définie par si la valeur des premiers termes est

donnée et que le terme général est défini en fonction des termes précédents.

Exemple 9.11 (1) {1,1,1,1,1,...} : ay =1 et ap, = ap—1.
(2) {1,2,3,4,5,...} : a1 =1et ap =ap_1+ 1.
(3) %,%,i,%,...} tap = % et a, = ”T*lan,l.
(4) {1,2,6,24,120,...} : a1 = __et a, =
(5) {1,1,2,3,5,8,13,21,...} ta; = et a, =
(6) {1,1,2,5,14,42,...} s a1 = L et a,, = 2227 q, ;.
(7)

Donc, on peut voir que, des fois, la définition récursive est plus simple que la
définition explicite.
On peut voir les suites commes des graphes.

Exemple 9.12 {%—H}
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0.6} \\
oo\

YR

0.3 \

[ N

0.2 - \

0.1+ —

Une suite est croissante si a, > a,—1 et croissante si

an > ap—1 pour tout n. De la méme fagon, une suite est décroissante si a, < an_1

et décroissante si a, < an_1 pour tout m. Une suite est

monotone si elle est croissante ou décroissante.

Une suite {a,} est bornée §’il existe un nombre

réel B t.q a,, < B pour tout n. De la méme fagon, une suite est bornée

’il existe un nombre réel b t.q. a,, > b pour tout n. Une suite est bornée si elle est

bornée supérieurement ou bornée inférieurement.

Monotone ?
Bornée sup ? | Bornée inf? | (si oui, lequelle ?)

{+} {1,5,1,...} 1 0 décroissante

(1" | {-1,1,-1,1,..) .
{(n} {1,2,3,4} _ _ -

{(_l)nn} {_1’27_374} J— J—

Théoréme 9.13 Soit une suite {a,} et une fonction f telles que f(n) = an
et f(x) est continue. Si limy o0 f(x) = L ot L € RU £oo alors lim,_,o f(n) =

lim,, yoo a, = L.

Si L € R on dit que la suite {a, } converge vers L et que la suite est convergente.

Si L € 400 ou L n’existe pas on dit que la suite diverge ou que la suite est divergente.

Théoréme 9.14 Soit une suite {a,}.

— Si{an} converge alors elle est
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— Si{an} nlest pas bornée alors elle diverge.

— Si{an} est monotone, alors elle converge si et seulement si elle est bornée.

— {an} converge vers 0 si et seulement si {|a,|} converge vers 0.
Théoréme 9.15 Soit une suite {a,} qui converge vers Ly et une suite {b,} qui
converge vers Lo et C € R. Alors

— {C} converge vers C.

— {an £ by} converge vers Ly & Lo.

— {Cay,} converge vers CL.

— {anbn} converge vers LiLs.

2

— an Ly
{bn} converge vers T °

Théoréme 9.16 (Théoreme du sandwich) Soit les suites {an}, {bn} et {cn}
telles que a, < ¢, < b, pour tout n > m pour m € N. Alors si lim,, .o ay, = L et

lim,, o0 by, = L alors lim,, . ¢, = L.

: 4" 32 32 128 256 1024
EXemple 9.17 Soit {an} = W} = {478, 333715 45 315 J°

10+

Déja on peut voir qu’elle va converger vers 0. Alors, il nous faut trouver une autre

suite qui va faire un sandwich.

4n
ap = —

n!
44 4 4 4 4 4
“n on—-1 n-=-2 4 3 2 1
<4111 1444
~n 3 2

44
~ 6n
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4 n
Mais on peut voir que lim,,_, g—n = 0. Alors, parce que 0 < % < gn on a que {ay}

converge vers 0.

Exemple 9.18 Soit {a,} = {2 + bln(n) }

9.2.1. Séries infinies (§6.4 ou §6.2). Une série infinie (ou série) est la somme
suivante d’une suite : Z;’il a; = a1 +as +.... Alors chaque suite est associée a une

série.
Exemple 9.19 Soit la suite {(—1)"} la série qui lui est associée est la série :

D-1)=-141-14+1-1+...

Une somme d’une série est la somme des n premiers

termes de la série.

Sy, = aq +a2+...+an:2ai
La somme (si elle existe) de la série est :
oo n
S = nl;rr;oSn = z;ai = nl;rr;oz;ai
= i=

La suite des sommes partielles est la suite des sommes partielles.
On dit que la série Z —, a; converge si lim,_, S, =S € R. On dit que la série

Y2 a; diverge si S € {£o0} ou n’existe pas.

Exemple 9.20 Soit la suite { } Alors la série est donnée par

Z%—4‘+ﬁ+g+
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Les sommes partielles sont données par :

1
Slzg
1 1 4
2=3157%
gl 1.1 13
57379 271 27
S_1+1+1+1_40
737927781 81
S, =
Alors on cherche S = lim,, oo Sn,.
, o3
Jm Sy, = lim 2.3
= lim
n—oo
= Jim 3
_1
2

Alors notre série converge vers

Théoréme 9.21 Si) .2, a; converge, alors lim, . a, = 0.

Théoréme 9.22 S Zfil a; et z;ﬁl b; sont deux séries convergentes respecti-
vement vers A et B, et si c,k € R alors Y .o, (ca; + kb;) converge vers cA+ kB.

Théoréme 9.23 S5i ) .° a; diverge, > . b; converge et ¢ € R\{0}. Alors
oo (a; £b;) et Y2 ca; divergent.

9.2.2. Séries importants (§6.6 ou §6.2). La série harmonique est la série .

Elle est divergente vers oo.

Une série de la forme >, (a + (i — 1) d) est une série

de premier terme a et de d.
Y (a+(i—1)d)=a+(a+d)+ (a+2d)+ (a+3d)+...
i=1

Exemple 9.24 Soit la série suivante :
A=14+24+3+4+5+...

c’est une série arithmétique avecd = et a = 1. Ainsi, A =

Exemple 9.25 Soit la série suivante :

B=24+5+8+114+14+17+4...
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C’est une série arithmétique avecd = et a = __. Ainsi, B =

Théoréme 9.26 Soit la série arithmétique Y .~ (a+ (i — 1) d) alors elle diverge

pour tout d € R sauf si a =0 et d = 0. En plus la somme partielle S, est donnée

par :

-1

Sn =na + Md

2

Exemple 9.27 Pour nos exemples :
1 3 1
AZSn:n—‘rM B:Sn:2n+m
2 2
Une série de la forme Y -, ar’™! est une série de pre-

mier terme a et de r.
o0
Zar“l =a+ar+ar’+a’ +art ...
i=1

Exemple 9.28 Soit la série suivante :

C:14+24+44+8+16+32+...

C’est une série géométrique avecr = et a = __. Ainsi, C' =

Exemple 9.29 Soit la série suivante :
D:m+7n34+7324+73+ ...

C’est une série géométrique avecr = __eta = __ . Ainsi, D =

1

Théoréme 9.30 Soit la série géométrique Y ;o) ar’™t ot r # 1 alors la somme

partielle S, est donnée par :

a(l —r™)
Sy =——=
1—r
Exemple 9.31 Avec nos examples on a :
1-27 (1 —3")
: n = D : n = ————————
C: 8 1-2 S 1-3

-1

Théoréme 9.32  Soit la série géométrique > o, ar'™" ot a # 0, alors elle

a
r—1

converge vers st |r] <1 et diverge autrement.
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