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2. SEMAINE 2 : 17 SEPTEMBRE 2018

2.1. Partie 1.

2.1.1. Rappel.

2.1.2. L’aire d’une surface sous une courbe (§1.4 ou §3.2). Supposons qu’on a la

fonction f(z) =23 — 222 +2:
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Estimation : .
2.1.3. Somme de Riemann et Intégrale Définie (§1.5 ou §5.2). On travail sur la

fonction f(z) =2° — 622 —x+1:

Supposons qu’on veut aire sous la courbe de 0 a 2. Comment on peut faire ¢a ?

Soit un intervalle fermé [a,b]. Une

de l'intervalle sont des

nombres z; tels que :
Aa=20< 21 <Tg<...<Tp_1 <xy=n>.

Ca nous donne n sous-intervalles :
[.’Eo,l’l], [1’1,1'2]7 ey [xnflvl'n]

Si les intervalles sont tous de méme longueur (

réguliére.
Exemple 2.1 Soit a =2 et b =5, deux partitions seraient

avec les intervalles

[2,2.1], [2.1,3], [3,4.2],
[2?3]a

2<21<3<42< <451 <5

2<3<__ <5

) on dit que la partition est
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Est-ce que elles sont régulieres 7

Exemple 2.2 Soit a =0 et b =1, donne une partition réguliére :

On va toujours supposer que nos partitions sont réguliéres méme si dans le livre
c’est pas le cas.
La d’un intervalle est la difference entre le début et la fin :

pour Vintervalle [z;_1, x;].

Soit xF € [xi—1,24], la de la fonction

f(z) sur Pintervalle [a, b] est la somme

La somme d gauche (droite) est la somme de Riemann ot on prend =} =

(xF = ). La somme au est la somme de Riemann ot on prend
* _ Ti—1+Ti

i T T2
Alors, maintenant on rencontre un probleme. On aimerait trouver ’aire mais on

x
a fait que les approximations ! Qu’est-ce qu’on peut faire pour trouver 'aire exacte 7

La réponse est d’utiliser les limites. Oui. .. les limites.

La limite qu’on va utiliser pour trouver l'aire est :

Si cette limite existe on dit que la fonction est intégrable au

MAIS, cette notation est horrible. Qui veut écrire ¢a a chaque fois ? Personne.
Alors on va utiliser une autre notation que (je pense) tout le monde a déja vu :

I'intégrale.

Remarque 2.3 On a utilisé le X pour la sommation. Alors il nous faut un autre
symbole pour I'intégrale. Heureusement Gottfried Leibniz d’Allemagne a utilisé une
notation parfaite dans ses notes de 1675. Il a utilisé le s long allemand de I’epoque :
{. Pourquoi ? Parce que I'intégrale est une sommation d’une infinitée de sommations.
Donc { est parfait pour ga. (Méme les francais ont utilisé le s long jusqu’a 1800!)

Mais aussi il faut changer le A parce qu’on a pris la limite. On va regarder ce
qu’il se passe pour le valeur de Az; a la limite. Quand on fait la sommation a
I'infinie, le valeur de Ax; diminue. Ainsi, on veut “diminuer” A. Alors, c¢’est quoi
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le miniscule de A? C’est §! Mais, Leibniz est allemand, alors il a utilisé la version
allemande de § : d. Ainsi le A devient d.

Alors, SI notre fonction est intégrable au sens de Riemann, on va écrire :

:ﬁgéif Az

Quelques définitions :

— Le a est la borne d’intégration.

— Le b est la borne d’intégration.

— Le f(x) est l'intégrande.

— Le x est la d’intégration.
Théoréme 2.4 Si f(z) est une fonction sur un intervalle [a, b],
alors la fonction est sur cet intervalle.

2.1.4. Propriétés des intégrales définies (§1.6 ou §3.2).
Proposition 2.5 (1) [P fe)de = [0 f(6)dt = [ f(u)du
(2) [ fla)de=_
(3) [} f(z)de =

(4) [} (crf(z) +eag(@)) dz = 1 [} f(z)dx + ez [} g(x) da (linéa-
rité).
b c
(5) [, flz)dx+ [, f(z)de=
Démonstration. 1) v
2) v
3) v
(4) Utiliser la définition (dans le livre)
(5) Encore dans le livre, mais une petite remarque sur pourquoi c’est bien

définie.

(]

2.1.5. Théoréme fondamental du calcul intégrale (§1.7 ou §3.3). On a vu la pro-

priété suivante pour les sommations :

n
E a; —a;—1 = .
=1
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Comme on peut voir, notre intégrale est définie de fagon similaire :

b n n
[ f@ydo= tim 3" fa)Ae = lim Y fa) (o - ai).
@ i=1 i=1

alors on veut savoir s’il existe un moyen plus facile pour trouver l'aire. Et on va

voir tres bientdt qu’il existe un moyen !

Théoréme 2.6 Si F(x) et G(x) sont des fonctions continues sur un intervalle
[a,b] et si F'(xz) = G'(x) pour tout x €]a, b, alors ,
ot ¢ est un constante, pour tout x € [a,b].

Si f(x) et F(x) sont des fonctions telles que F'(z) = f(x) alors on dit que F(x)
est une primitive de f(z).

Et on peut maintenant donner le théoreme fondamental du calcul intégral :

Théoréme 2.7 (Théoréme fondamental du calcul intégral) Si f(x) est une
fonction continue sur un intervalle [a,b] et si F(x) est une primitve de f(x) alors

b
[t
2.2. Partie 2.

2.2.1. Primitives élémentaires (§1.9 ou §2.1).

Fonction Primitive
n ~ m”+1
" oun # —1 -
.
i N s(kx)
sin(kz) ot k # 0 — coslkz)

N sin(kx
cos(kz) ou k # 0 %
sec?(kx) ot k # 0

S cotan(kzx)
cosec?(kx) ot k # 0 — cotan(ka)
N sec(kx
sec(kzx)tan(kz) ou k # 0 %
N cosec(kx
cosec(kx) cotan(kz) ot k # 0 —%
ek ot k # 0
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Exemple 2.8

2 3
2dr =2
f =
4
/ 2xdr =
2

2

., 3 3 3 3

o221 8-1 7

/ sin(z) de =
0

5
/ ™ . sin? (2?) dx =
5

2.2.2. Les preuves de nos Théorémes (§1.10 ou §3.3). Vous avez vu le prochain

théoréme dans un cours de calcul différentiel.

Théoréme 2.9 (Théoréme des accroissements finis (ou théoréme de la moyenne))
Si f(x) est une fonction continue sur un intervalle [a,b] et si f(z) est dérivable pour

tout x €la, b[, alors il existe au moins une valeur de c €la,b| telle que

f'(e) =

Théoréme Si F(z) et G(x) sont des fonctions continues sur un intervalle
[a,b] et si F'(z) = G'(x) pour tout x €]a, b|, alors ,

ot ¢ est un constante, pour tout x € [a,b].

Démonstration. Si H(x) = F(x)—G(x) alors H'(x) = F'(z) —G'(x) = 0 (parce que
F'(z) = G'(x)) pour tout = €]a, b[. Prennons x1, 2 €]a, b| tels que
Puisque nos fonctions sont continues et dérivables, H(z) est continue et dérivable

en x1,xs. Par le théoréme des , il existe une

H(zz)—H (1) =0 (
T2—T1

constante ¢ €z, z2[ telle que H'(¢) = parce que ¢ €]a, b[). Alors,

comme 1 < T3 et H'(¢) = 0 on a que

Alors, pour tout € [a,b] on a ¢ = H(z) = F(z) — G(x), i.e., F(z) =G(x)+c. O

Théoréeme (Théoréme fondamental du calcul intégral). Si f(z) est une

fonction continue sur un intervalle [a,b] et si F(x) est une primite de f(z) alors

/abﬂx)da::

Démonstration. f(x) est continue, alors f: f(z)dz =limy, 00 Yy f(xF) Ay, existe.
La fonction F(z) est dérivable (F'(x) = f(z)) et alors . Donc par

le théoréme des accroissements finis pour tout x¥ €]z;_1, ;[ on a

flat) = oy = TRl 2T on) o) 2 Hae),
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/abf(x)dx:

Alors

. " F(x;) — Fx)
dm T A

= lim ZF(%) — F(zi-1)

i=1

=F(b) — F(a)
(]

2.2.3. Formules d’intégration de base (§2.2 ou §2.1). A cause du théoréme fonda-
mental du calcul intégral, pour trouver 'intégrale f; f(x)dzx il faut trouver une
fonction F'(x) telle que F'(x) = f(z). Mais, ¢a n’est pas toujours facile.

2

x

Exemple 2.10 Trouve une fonction F(z) telle que F'(x) = f(z) =e

Une intégrale est I’ensemble de toutes les primitives d’une fonc-
tion donnée. C’est-a-dire : ou ¢ est une
constante.

Qu’est-ce que ¢a veut dire ?

Exemple 2.11 Par exemple, on peut voir que [ kdz = kx + c. Ca veut dire que
kx est une de k. Pour montrer que c’est vrai il suffit de voir que

On a plusieurs formules d’intégration provenant du cours de calcul différentiel :

a*dr = 2~ +¢ (ot 1 #a>0)

Ina
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(9)

(10)

(11)

(12)

(13) [ sec?(z)

(14) [ cosec*(x) dz = — cotan(z) + ¢
(15) [ sec(z)tan(z)dx = sec(z) + ¢
(16)

(17)

(18)

(

16) [ cosec(z) cotan(z) dz = — cosec(z) + ¢

17) [ \/7 dr = arcsin(z) + ¢
18 fz\/T dr = arcsec(|z|) + ¢

19) [ 15z do = arctan(z) + ¢
Mais, pourquoi ? Parce que, ¢a nous donne une facon de facilement trouver I'in-

tégrale définie.

Exemple 2.12 Evaluez les expressions suivantes :

(1)
4
12
2 X
- 12—
_23322
1 1
*12'(—2 42 3 22)
1 1
— 12 (— — —
(—32 —8)
4 1
— 12 (—
(32 32>
_19. 3
32
_9
==
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(2)

=1

Exemple 2.13 Un exemple plus compliqué. Disons qu’on veut trouver fow 32 —

e* + cos(x) dx.

/3x2—em—|—cos(x) dx =

Alors
Jy 32 —e” +cos(z)dx =

=m3—e™ 41
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