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10. SEMAINE 10 : 3 DECEMBRE 2018
Devoir 2 - Date d’échéance
10.1. Partie 1.

10.1.1. Rappel.

10.1.2. Séries a termes positifs (§6.7 ou §6.3). Maintenant, notre but est de savoir
si les séries sont convergentes ou pas. Pour ¢a il existe plein de critéres qu’on peut

utiliser pour nous aider.
(1) Critere de ’intégrale
Théoréme 10.1 Soit Y .o a; ot a; > 0 et f une fonction positive,

contz’nue et décroissante sur 1,00 t.q. f(n) = a, pour tout n. Alors > .2 | a;

et fl x) dx sont convergentes toutes les deux ou sont divergentes toutes

les deu:c,

Exemple 10.2 Montrons que Y .o, \/ diverge. Posons f(z) = f qui
est bien positive, continue et décroissante sure [ 1,00 [. Alors,

/ f(z zhmhdex—hm Z\f‘l—th Va—1=

a— o0

Alors 372 4 7 diverge.

Une série de Riemann est une série de la forme

Théoréme 10.3 Soit une série de Riemann, > ;o) &, ou p € R. Si

p <1 alors la série diverge. Si p > 1 alors la série converge.

(2) Critére des polyndémes
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Théoréme 10.4 Soit la série Zfil a; oua; >0 eta; = 58 t.q. P(7)
et Q(i) sont deux polynomes de degrés respectifs p et q. Si ¢ — p < 1 alors
la série diverge. Si q —p > 1 alors la série converge.

Exemple 10.5 Est-ce que les séries suivantes convergent ou divergent 7

oo

3 i+ 2
i 443 — 42 ’

i=1
oo . .
i3 + 342
Z y —’
)

i=1

ZZZ'Q —

i=1

(3) Critére de d’Alembert

An+41
Qn

Théoréme 10.6 Soit la série Z;’il a; ot a; > 0 et lim,_, =r.
Alors si v < 1 la série converge. Sir > 1 ou r = oo la série diverge. Si

r =1, alors on ne peut rien conclure.

Exemple 10.7 Soit >, L. Alors
e ¢’ .
L - T
Alors 370, -
Exemple 10.8 Soit Y .-, sty Alors,

(4) Critére de Cauchy

Théoréme 10.9 Soit la série Yy .o, a; ot a; >0 et r = lim,, o0 an.
Sir <1 alors > ;o; a; converge. Sir >1 our = o0 alors Y .o, a; diverge.

Sir =1 on peut rien conclure.

Exemple 10.10 Soit > i, W;ﬁ Alors

3 3
(2 1)33n 2 1\~ 1\
lim %:hm 3<"+ ) — 3 lim <2+) - .
n—oo n n—oo n n—oo n
oo (2n+1)23™
Donc, > .7 @nt1)73" ';3)

Page 103



MAT 0344 Aram Dermenjian

(5) Critére de comparaison

Théoréme 10.11 Soit la série Z;’il a; ou a; > 0. Sia; < c¢; pour tout
i >n oun € N\{0} et si >.;°) ¢; converge, alors > ;= a; converge. Si
a; > d; > 0 pour tout i > n € N\ {0} et si Y .o d; diverge, alors > a;
diverge.

Exemple 10.12 Soit la série Zfil %Ism(i). Parce que 0 < %!Sin(i)

on peut utiliser le critere de comparaison.
98 + 2sin(4) < 98+2 100
il R T

. 9842 sin(i
Et, car .2, 192 onsait que Y .2, %n(z)

aussi.
(6) Critére de comparaison a 1’aide d’une limite

Théoréme 10.13 Soit la série Y .o, a; ot a; > et la série Y .~ b; ot
b; > 0. Soit L = lim,,_,o ¥, si la limite existe, ou 0 < L < oo, alors
§i Y oo by converge alors > i, a; converge aussi. Si 'y .o, b; diverge alors
Soooy a; diverge aussi.

Exemple 10.14 Vérifions si ) .-, sin (%) converge ou pas. Soit b; =

K2

1
N Alors
sin (%)
L = lim T
n—00 ﬁ
cos (%) —x%d>
n— oo _71%7
— 2 1 2
Il W
Et parce que Y0, b; = 3270, % ~ alorsy % sin (%)
aussi.

10.1.3. Convergence absolue et convergence conditionnelle (§6.8 ou §6.4). Une série

alternée est une série de la forme suivante :

oo
a1 —ag+as3—as+... = E (-1)"a; ou —aytas—aztas—...=
i=1

Théoréme 10.15 (Critére de Leibniz ou Critére de la série alternée) Soit les
séries alternées .- (—1)'a; et > .o (=1)"ta; ot a; > 0. Silim, ,ca, = 0 et
si la suite {a,} est décroissant d partir d’un certain indice, alors les deux séries

convergent.
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Rappelons que si lim,,_,, a, # 0 alors les séries divergent.

Exemple 10.16 Est-ce que la version alternée de la série harmonique converge 7

Efil (_kl)l. Alors on peut voir que 1imkﬂoo% = 0. De plus, elle est décroissante

parce que si f(z) = L alors f/(z) = =3 < 0 pour tout = > 0. Donc la série converge !

. 7. o0 . o0
On dit une série ) .~ a; est convergente si Y.~ |a;l

converge.

Théoréme 10.17 i > 2, a; est absolument convergente alors elle est conver-

gente.

Si une série est convergente mais pas absolument convergente on dit qu’elle est
convergente.

Exemple 10.18 On voit que ), @ n’est pas absolument convergente parce

Z Z :
=1 =1
ne converge pas. Mais parce que elle est convergente, on sait qu’elle est conditio-

que la série harmonique :
(=1’

i

nellement convergente.

Exemple 10.19 Soit > 2, %3(1)

10.2. Partie 2.

10.2.1. Séries de puissances (§6.9 ou §6.5). Une série de puissance en (x — a) (ou

une ) est une série de la forme :
Zci(x —a)' =co+ci(z—a)+ex(xr—a)® Fes(x—a)®+...
i=0

ouc, €RetacR.

Exemples 10.20 Des exemples :
1) XZpa!
(2) £iZo 55

(3) Ty 2 (2~ 2)

(4)
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Si on regarde le premier exemple, on peut voir que si |z| < 1 alors elle va
converger, et si |z| > 1 alors elle va diverger.
i(l)i:1+1+1+1+
pard 4 4 42 0 43 T
o0
@ =1+2+224+28 4.,
i=0
Donc on peut voir que, selon notre choix de z, la série peut diverger ou conver-
ger. L’ensemble I de tous les x tels que la série de puissance converge s’appelle

convergence. Toute série de puissance a au moins un x

tel que la série converge. En particulier si = a alors >~ ¢;(z — a)" = 0.

Le de convergence r est défini comme suit :
(1) Sila série converge seulement pour x = a alors r = 0.

(2) Si la série converge pour tout x t.q. |z — a| < r et diverge pour tout x t.q.

|z — a| > r, alors le nombre r est le rayon de convergence.

(3) sila série converge pour tout « € R alors r = oo.

Théoréme 10.21 (Critere généralisé de d’Alembert) Soit la série Y .o u; ot

Un+1
Umn

u; # 0, et soit R =lim,_, ‘ ‘ Si R < 1 alors la série converge absolument. Si

R>1 ousi R= oo alors la série diverge. St R =1 alors on peut rien conclure.
Théoréme 10.22 (Critére généralisé de Cauchy) Soit la série > ., u; et soit
R =lim, o0 V/|un|. Si R <1 alors elle converge absolument. St R > 1 ou R = o0
alors elle diverge. Si R =1 alors on peut rien conclure.

Théoréme 10.23 Si > ° c¢;(z — a)" est une série de puissance, alors le rayon

de convergence est donné par r = lim,_,

—CC: -, dans le mesure ou cette limite
"

existe ou vaut [’infini.

10.2.2. Séries de Taylor et de Maclaurin (§6.10 ou §6.6). Finalement, on veut
savoir si on peut intégrer une série entiere. La réponse est donné par le théoreme

suivant :

Théoréme 10.24 Sila série entiére Y .o a;(x —a)’ a un rayon de convergence
r > 0, alors la fonction définie par f(z) =Y .o, a;(x—a)’ est dérivable et intégrable

surla —r,a+ r[. De plus,

f'z) =

[ o=

le rayon de convergence de ces deux nouvelles séries vaut également .

et
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Maintenant, faisons quelque chose un peu bizarre (comme toujours).

f@) =Y aile—a) = fla)=
1=0

fl(@) = mex —a) "' = f(a) =

i)=Y ii=1-ai(x—a)?= f'(a) =

i=2

frla)=>ivi—1-i—2-az—a)*= f"(a) =
i=3

fB@)y=>"ii—1-i-2-i-3-a(z—a)* = f'(a) =
i=4

Donc, on a

fz) =
On appelle cette expression la série de centrée en a. Si a = 0 alors,

c’est plutot le série de

Pour nous, la partie la plus importante c’est de trouver le développement de la
fonction f(x) = e”.

Exemple 10.25 Rappelons que si f(z) = €% alors f/(z) = €%, et que €® = 1.
Alors, si on veut la série de Maclaurin de f(z) = e® on trouve :

fz) = =

Mais quel est le rayon de convergence? On a

T =

= lim |n+1|
n— oo
=00

Donc la série converge pour tout = € R. En particulier, pour 22! Alors, on peut
finalement résoudre un probleme qu’on a vu au debut de cours : f (@) dz.

)
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Donc,

/e(’”z) dx =
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