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MAT1600 Aram Dermenjian

1. Semaine 1 - 5 septembre 2017

1.1. Partie 1. Plan du Cours

1.1.1. L’histoire. 1850 - James Joseph Sylvester d’Angleterre 1853 - Sir William
Rowan Hamilton 1858 - Arthur Cayler 1925 - Heisenberge les introduisais à la
théorie quantique.

1.1.2. Définitions de base (§1.1). Une matrice de format m × n est un tableau
rectangulaire comportant m lignes et n colonnes.[

a b c
d e f

]
2× 3

Généralement m× n :

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a1n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amj · · · amn


= [aij ]

Des fois elles s’ont écrit comme (
a b
b c

)
1.1.3. Égalité. A = B ssi (1) elles ont le même format et (2) les entrées aux positions
correspondantes sont égales. C-à-d : (1) m = m′, n = n′ et (2) aij = bij

Example 1.1 (1) - Different forms (2) - 2 entries = x, y

1.1.4. Matrices spéciales. matrice nulle de format m × n - Toutes les entrées sont
nulles. Noterons : 0m×n.

carrée d’ordre n - n× n - la diagonale principale
La matrice identité d’ordre n - Noterons : In.[

0 0
0 0

] 1 0 0
0 1 0
0 0 1


1.1.5. Algèbre. Addition : A+B = C -> cij = aij + bij . IL FAUT être le même
format [

2 1
1 −2

]
+
[

1 3
−3 2

]
=
[

3 4
−2 0

]
Multiplication par un scalaire : αA = C. -> cij = α ∗ aij .

3
[
2 4 7
1 x 3

]
=
[
6 12 21
3 3x 9

]
Différence : A−B = A+ (−1)B.

Example 1.2 [
2 1
1 −2

]
−
[

1 3
−3 2

]
=
[
1 −2
4 −4

]
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Proposition 1.3 (Prop 1.1) A, B, C des matrices de format m × n, α, β des
scalaires.

(i) A+B = B +A (commutativité de la somme)
(ii) (A+B) + C = A+ (B + C) (associativité de la somme)
(iii) A+ 0m×n = 0m×n +A = A (élément neutre pour la somme)
(iv) A+ (−A) = 0m×n (matrice opposée)
(v) 1A = A (unitarité)
(vi) (α+ β)A = αA+ βA (distributivité)
(vii) α(A+B) = αA+ αB (distributivité)
(viii) α(βA) = (αβ)A (associativité du produit par un scalaire)

1.2. Partie 2. Multiplication : Crée par Arthur Cayley.
On peut le faire comme on a fait l’addition, mais ça nous donne rien. La raison

qu’on va le définir comme ça, c’est pour être capable de faire des choses avec des
systèmes d’équations.
A est m× n et B est n× p.
- note que le nombres de colonnes de A est égal au nombres de lignes

de B.

AB =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amj · · · amn





b11 b12 · · · b1j · · · b1p
b21 b22 · · · b2j · · · b2p
...

...
. . .

...
...

bi1 bi2 · · · bij · · · bip
...

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnj · · · bnp



= C =



c11 c12 · · · c1j · · · c1p
c21 c22 · · · c2j · · · c2p
...

...
. . .

...
...

ci1 ci2 · · · cij · · · cip
...

...
...

. . .
...

cm1 cm2 · · · cmj · · · cmp


- cij =

∑n
k=1 aikbkj .

- AB soit bien définie =/= BA soit bien définie

Example 1.4 [
1 −5
2 3

] [
2 3
0 1

]
=
[
2 −2
4 9

]
Example 1.5 [

1 2 3
3 2 2

] 2 2 1
−1 −1 −2
3 2 1

 =
[

9 6 0
10 8 1

]
Algèbre Matricielle Page 3



MAT1600 Aram Dermenjian

Example 1.6 
1 0 0 1
2 3 1 0
0 2 1 3
0 1 1 0
0 0 2 1




1 2 3
2 3 4
3 4 5
0 1 0

 =


1 3 3
11 17 23
7 13 13
5 7 9
6 9 10


Proposition 1.7 (Prop 1.2) A une matrice de format m×n et B, B′ deus matrices
de format n× p et C une matrice de format p× q. α un scalaire.

(i) (AB)C = A(BC) (associativité du produit)
(ii) AIn = ImA = A (élément neutre pour le produit)
(iii) A0n×r = 0m×r et 0s×mA = 0s×n (élément absorbant)
(iv) α(AB) = (αA)B = A(αB) (associativité du produit par un scalaire)
(v) A(B +B′) = AB +AB′ et (B +B′)C = BC +B′C (distributivité)

Example 1.8 Am = A ·A · · ·A ; A0 = In. <- Carrée
(A+B)2 = A2 +BA+AB +B2.

1.2.1. Particulières. triangulaire supérieure - Une matrice carrée A tq toutes les
entrées de A situées strictement sous la diagonale principale sont nulles.

triangulaire inférieure
diagonale

Example 1.9 2 2 1
0 3 0
0 0 0

 1 0 0
3 0 0
0 2 2

 1 0 0
0 2 0
0 0 90


transposée AT [

1 2 3 4
3 −1 x y

]T
=


1 3
2 −1
3 x
4 y


Proposition 1.10 (Prop 1.3) Soit deux matrices A et A′ de format m × n, une
matrice B de format n× p et un scalaire α.

(i) (AT )T = A

(ii) (αA)T = αAT

(iii) (A+A′)T = AT + (A′)T

(iv) (AB)T = BTAT

symétrique ssi A = AT antisymétrique ssi A = −AT .
1 2 0 3
2 0 −1 0
0 −1 4 0
3 0 0 0


 0 2 −1
−2 0 −x
1 x 1

 2 0 0
0 3 0
0 0 4


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Proposition 1.11 (Prop 1.4) Tout matrice carrée M peut s’exprimer d’une et
une seule façon comme la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice anti-
symétrique. C-à-d : ∃! S symétrique et A antisymétrique tq M = S +A :

S = 1
2(M +MT ) A = 1

2(M −MT )

Démonstration. S = ST

A = −AT
M = S +A.
Unicité : Supposons que M = S′ +A′.

S = 1
2
(
M +MT

)
= 1

2

(
(S′ +A′) + (S′ +A′)T

)
= 1

2
(
S′ +A′ + S′T +A′T

)
= 1

2 (S′ +A′ + S′ −A′)

= 1
2 (2S′)

= S′

A = 1
2
(
M −MT

)
= 1

2

(
(S′ +A′)− (S′ +A′)T

)
= 1

2
(
S′ +A′ − S′T −A′T

)
= 1

2 (S′ +A′ − S′ +A′)

= 1
2 (2A′)

= A′

�

1.2.2. Inverse. inverse (comme division) Soit une matrice A = [aij ] de formatm×n
inverse à gauche - B de format n×m tq BA = In
inverse à droite - B de format n×m tq AB = Im Fait pas ça dans le cours ou

trouvez un meilleur example.[
5 −2 3
3 −1 2

]a b
c d
e f

 =
[
1 0
0 1

]
= I2

−1 0
−3 3
0 2


Proposition 1.12 (Prop 1.5) Si une matrice carrée A a un inverse à gauche B
et un inverse à droite C, alors B = C.
Démonstration. B = BIn = B(AC) = (BA)C = InC = C �

inversible - Si matrice une carrée A a un inverse à gauce et à droite B, on dit
que A est une matrice inversible et que B est un inverse de A. Une matrice non
inversible est dite singulière.

L’inverse est noté A−1.

Proposition 1.13 (Prop 1.6) Soit deux matrices carrées A et B inversibles d’ordre
n. Alors

(i) La matrice inverse A−1 est inversible avec inverse A. C-à-d (A−1)−1 = A.
(ii) (AB) est inversible et son inverse (AB)−1 = B−1A−1.

Démonstration. AA−1 = A−1A = In.
(AB)(B−1A−1) = · · · = In. �
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2. Semaine 2 - 12 septembre 2017

2.1. Partie 1.

2.1.1. Rappelons.

A+B = C ⇔ aij + bij = cij

AB = C ⇔ cij =
n∑
k=1

aikbkj

— Triangulaire supérieure/inférieure
— Diagonale
— Matrice Nulle 0m×n
— Matrice identité In.
— AT = [aji]
— symétrique
— antisymétrique
— inverse à gauche/droite
— inversible, inverse, singulière

2.1.2. Application des matrices aux graphes (§1.4). Un graphe orienté Γ = (S, F )
- S - Sommets ; F - flèches F ⊆ S × S.

l’ordre de Γ es le nombre d’élémnts de S.
Si f = (x, y) ∈ F est une flèche, nous disons qu’elle va de x vers y. Graphique-

ment x→ y.
boucle en x - (x, x).

Example 2.1 S = {1, 2, 3, 4, 5} Graphe aléatoire

C’était un peu difficile d’expliquer ç. Peut-être il faut commencer avec “Soit
S = {x1, . . . , xn}” ? matrice d’adjacence de Γ est la matrice carrée M(Γ) tq

mij =
{1 si (xi, xj) ∈ F

0 sinon

Lemma 2.2 (Lem 1.1) Soit un graphe orienté Γ = (S, F ) d’ordre n et pour
lequel l’ensemble S des sommets est S = {x1, . . . , xn} et la matrice d’adjacence
correspondante M = [mij ]. Alors

(i) la somme des entrées
∑n
k=1mik sur la ligne i de M(Γ) est égale au nombre

de flèches sortant du sommet xi.
(ii) la somme des entrées

∑n
k=1mkj sur la colonne j de M(Γ) est égale au

nombre de flèches entrant dans le sommet xj.
(iii) la somme des entrées

∑n
k=1mkk sur le diagonale de M(Γ) est égale au

nombre de boucles de Γ.
Démonstration. Par exemple �
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Example 2.3 Exemple 2.3

M(Γ) =


0 1 0 0 0 1
0 0 1 0 0 0
0 0 1 0 1 0
0 1 0 0 1 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0


un chemin de xi vers xj dans Γ est une suite de flèches : (xp0 , xp1), . . . , (xpk−1 , xpk)

de Γ tq xp0 = xi et xpk = xj .
longuer du chemin le nombre k de flèches dans le chemin.

Example 2.4 Étant donné le graphe suivant :

1

2

3

4

5

6

Proposition 2.5 (Prop 1.7) Soit un graphe orienté Γ = (S, F ) d’ordre n et
pour lequel l’ensemble S des sommets est S = x1, . . . , xn et la matrice d’adjacence
correspondante : M = M(Γ) = [mij ]. Pour chaque entier p ≥ 1, écrivons la pième

puissance deM :Mp = [mij(p)]. Alors mij(p) est le nombre de chemins de longueur
p allant du sommet xi jusqu’au sommet xj.
Démonstration. On utilise une preuve par récurrence.

Si p = 1, alors le résultat est vrai par la définition même de la matrice d’adja-
cence.

Nous pouvons supposer que le résultat est vrai pour p− 1 et nous voulons le dé-
montrer pour p. Ainsi nous supposons que les entrées de la matriceMp−1 comptent
les chemins de longueur p− 1 entre deux sommets quelconques du graphe. Un che-
min de longueur p : f1, f2, . . . , fp−1, fp dans le graphe Γ allant du sommet xi au
sommet xj est un chemin de longueur p− 1 allant du sommet xi jusqu’au sommet
xk pour un certain k suivi d’une flèche fp allant de xk vers le sommet xj . Récipro-
quement à tout chemin de longueur p − 1 : f1, f2, . . . , fp−1 allant de xi jusqu’au
sommet xk pour un certain k et à toute flèche f allant de xk vers le sommet xj ,
nous pouvons associer un chemin de longueur p en considérant f1, f2, . . . , fp−1, f .
De tout ceci, nous obtenons l’équation

mij(p) =
n∑
k=1

mik(p− 1)mkj
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Mais ceci est l’entrée à la ligne i et colonne j de Mp−1M = Mp. C’est ce que nous
devions montrer. �

Example 2.6 M as above.

M4 =


0 2 2 0 1 0
0 1 2 0 1 0
0 1 3 0 2 0
0 1 2 0 2 0
0 1 1 0 1 0
0 0 2 0 1 0

 ∃ 3 chemins de longeur 4 entre 3 et 3.

∃ 2 chemins de longeur 4 de 3 à 5.

2.1.3. Systèmes d’équations linéaires (§2). Un système de m équations linéaires à
n inconnues : x1, . . . , xn est un système de la forme :

a11x1 + · · ·+ a1nxn = b1

...
am1x1 + · · ·+ amnxn = bn

avec aij , bk donné. Les xi ont les inconnues du système d’équations. solution. . .

Remark 1 Pour-quoi on utilise x ?
René Descartes - La géométrie (1637)
a,b,c - connus
x,y,z - inconnus

Example 2.7
x+ 2y − 2z = 3

2y + z = 4
2x− 2y + z = 2

x = 2 y = 3
2 z = 1

On peut l’écrire sous une forme matricielle :a11 · · · a1n
...

. . .
...

am1 · · · amn


x1

...
xn

 =

b1...
bn


AX = B
A - matrice des coefficients du système B - matrice des constantes du système

X - matrice des inconnues du système

2.2. Partie 2. Une solution du system AX = B est une matrice X0 de format
n× 1 tq AX0 = B. 1 2 −2

0 2 1
2 −2 1

xy
z

 =

3
4
2

 X0 =

2
3
2
1


Si B = 0m×1 alors nous dirons que le système est homogène.
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Objectif : Obtenir toutes les solutions du système AX = B. C-à-d : on va résoudre
le système AX = B.
Example 2.8 Résoudre le système :

3x− 2y = 6
x+ 2y = −2

x = 1 y = −3
2

2.2.1. Opérations élémentaires de lignes (§2.1). Une opération élémentaire de lignes
sur une matrice A. Trois opérations :

(i) Remplacer une ligne par un multiple non nul de celle-ci. C-à-d : Nous
remplacons la iième ligne Li par la iième ligne Li multiplié par le scalaire
α 6= 0. Note : Li ← αLi.

(ii) Invertir deux lignes. C-à-d : Nous intervertissons la iième ligne Li et la jième

ligne Lj . Note : Li ↔ Lj .
(iii) Remplacer une ligne par cette ligne à laquelle nous avons ajouté un mul-

tiple d’une autre ligne. C-à-d : nous remplaçons la iième ligne Li par la
somme de la iiìeme ligne Li et de α fois la jième ligne Lj où i 6= j. Note :
Li ← Li + αLj .

Example 2.9 Faites quelques opérations0 1 2 3
2 2 6 4
3 0 3 0

→
1 0 1 0

0 1 2 0
0 0 0 1


Étant donné un système de m équations linéaires avec n inconnues : AX = B

est la forme matricielle. La matrice augmentée du système est le matrice [A | B] de
format m× (n+ 1).
Example 2.10 1 2 −2 3

0 2 1 4
2 −2 1 2


Proposition 2.11 (Prop 2.1) Soit un système de m équations linéaires à n in-
connues : AX = B, sa matrice augmentée [A|B] et une matrice [A′|B′] obtenue
de [A|B] après une opération élémentaire de lignes, où A′ est la matrice de format
m × n obtenue en prenant la n premières colonnes de [A′|B′] et B′ est la matrice
de format m × 1 obtenue en prenant la colonne la plus à droite de [A′|B′]. Alors
les solutions du système d’équations linéaires AX = B sont les mêmes que celles
du nouveau système d’équations linéaires A′X = B′.
Démonstration. Il suffit de considérer individuellement chacune des opérations élé-
mentaires de ligne et vérifier que celle-ci ne modifie pas l’ensemble des solutions.

Li ← αLi

Li ↔ Lj

Li ← Li + αLj[
a11 a12 b1
a21 a22 b2

]
L2←L2+αL1−−−−−−−−→

[
a11 a12 b1

a21 + αa11 a22 + αa12 b2 + αb1

]
Algèbre Matricielle Page 9
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Considerons une solution (x0, y0) et montrons qu’elle marche pour la deuxième.
Considerons une solution (x1, y1) et montrons qu’elle marche pour la première.

�

2.2.2. Algorithme délimination de Gauss-Jordan (§2.2). Soit C = [cij ] une matrice
quelconque de format m × n. Nous dirons que C est une matrice réduite si elle
satisfait les trois conditions suivantes :

(i) Toutes les lignes nulles sont en dessous des lignes non nulles de C.
(ii) Dans chacune des lignes non nulles, la première entrée non nulle lorsque

nous lisons de la gauche vers la droite est 1. a colonne dans laquelle est
située ce premier 1 est appelée colonne pivot ce premier 1 est appelé le 1
pivot de cette ligne non nulle.

(iii) Dans la colonne pivot d’une ligne non nulle, à l’exception du 1 pivot, toutes
les autres entrées sont nulles.

La matrice C est dite réduite échelonnée si les colonnes pivots apparaissent en plus
en ordre croissant. C-à-d : si les lignes i et i+ 1 sont toutes les deux non nulles et
que ji et ji+1 sont les colonnes pivots de ces deux lignes non nulles, alors ji < ji+1.

r :

0 1 2 0 3
1 0 3 0 1
0 0 0 1 0

 rref :

0 1 2 0 1
0 0 0 1 2
0 0 0 0 0

 non :

1 2 3
0 1 3
0 0 0

 non :

2 0 2
0 1 1
0 0 0


On verra plus tard que peu importe la série d’opérations élémentaires de ligne

effectuées nous obteindrons toujours la même matrice réduite échelonnée C ′ lorsque
nous commencçons avec la matrice C.

Décrirons l’algorithme d’élimination de Gauss-Jordan
(i) S’il y a une entrée non nulle dans la première colonne, disons à la ligne

i, alors il faut effectuer L1 ↔ Li pour obtenir une entrée non nulle à la
première ligne. Si toutes les entrées de la première colonne sont nulles, il
faut passer à colonne 2 et ainsi de suite jusqu’à ce qu’il y a ait une colonne
ayant une entrée non nulle et procéder comme ci-dessus de façon à obtenir
une entrée non nulle à la première ligne.

(ii) Si la première entrée non nulle de la ligne 1 est α 6= 0, il faut effectuer
L1 ← α−1L1 et nous aurons ainsi que la première entrée non nulle de la
première ligne sera 1. Ce sera le 1 pivot de la première ligne et la colonne
pivot ser la colonne j1.

(iii) Utilise ce 1 pivot pour annuler toutes les autres entrées non nulles dans la
colonne pivot j1 de la forme Li ← Li − aij1L1.

(iv) Reviendrons à l’étape 1, mais cette fois en considérant toutes les lignes
sauf celled contenant un 1 pivot et à l’étape 3, il faut annuler toutes les
entrées d’une colonne pivot, celles au-dessus et en-dessous d’un pivot.

Example 2.12
0 4 12 0 −4 8 −12
0 2 6 1 0 1 −4
0 3 9 0 −3 6 −9
0 0 0 2 5 −6 6

→


0 1 3 0 0 2 −1
0 0 0 1 0 −3 −2
0 0 0 0 1 0 2
0 0 0 0 0 0 0


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3. Semaine 3 - 19 septembre 2017

3.1. Partie 1. Rappelons
(i) Système de m équations linéaires à n inconnues
(ii) AX = B

(iii) homogène
(iv) Matrice augmenté
(v) 3 opérations élémentaires
(vi) mré
(vii) prop 2.1
(viii) algo d’élimination

Étant donné une matrice C et l’unique mré C ′ obtenue de C après une série
d’opérations élementaires, le rang de C noté rg(C) est le nombre de lignes non
nulles de C ′.

3.1.1. Solutions d’un système d’équations linéaires (§2.3).

Proposition 3.1 (Prop 2.2) Étant donné le système d’équations linéaires AX = B
où A est la matrice des coefficients de format m×n, X est la matrice des inconnues
de format n× 1 et B est la matrice des constantes de format m× 1

(i) Si rg(A) < rg([A|B]), alors le système AX = B n’a aucune solution. Dans
ce cas, nous dirons que le système AX = B est inconsistant.

(ii) Si rg(A) = rg([A|B]) = n, alors le système AX = B a une et une seule
solutions.

(iii) Si rg(A) = rg([A|B]) < n, alors le système AX = B a une infinité de
solutions. Ces solutions peuvent être obtenues de A′X = B′ (où [A′|B′]
est la mré de [A|B]) en séparant les inconnues en deux types :

— les inconnues ne correspondant pas aux colonnes pivots comme étant
des variables libres

— et les autres inconnues, celles correspondant aux colonnes pivots comme
étant des variables dépendantes.

En utilisant le système A′X = B′, nous pouvons exprimer les variables
dépendantes en fonction des variables libres et il est alors possible d’écrire
la solution générale en fonction des variables libres eulement.

Démonstration. (i) [A′|B′] sera de la forme
0 1 0 0
...

...
. . .

...
0 0 0 1
...

...
...

...


D’où 0 = 1. Ceci est impossible et il n’y a donc aucune solution.
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(ii) On a la mré : 

1 0 · · · 0 · · · 0 b′1
0 1 · · · 0 · · · 0 b′2

0 0
. . . 0 · · · 0

...
...

...
... 1

... 0 b′i
...

...
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · 0 · · · 1 b′n
0 · · · · · · · · · · · · · · · 0
...

...
...

...
...

...
...


D’où

x1 = b′1 · · · xn = b′n

(iii) On a la mré de la forme :

0 · · · 0 1 ? · · · ? 0 ? · · · ? 0 0 ? · · · ? b′1
0 · · · 0 0 0 · · · 0 1 ? · · · ? 0 0 ? · · · ? b′2

0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0
. . . 0 ? · · · ?

...
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 · · · 1 ? · · · ? b′r
0 · · · 0 0 0 · · · 0 0 0 · · · 0 · · · 0 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...


Nous pouvons donc exprimer les variables dépendantes en fonction des
variables libres et il y a une infinité de solutions, une pour chacune des
valeurs numréiques possibles attribuées aux variables libres.

�

Example 3.2

[A|B] =


1 0 4 5
0 1 5 11
0 1 6 13
−2 −1 −11 −16

→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 = [A′|B′]


1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0


x1
x2
x3

 =


0
0
0
1


C-à-d :

x1 = 0 x2 = 0 x3 = 0 0 = 1

Example 3.3

[A|B] =


1 0 3 11
1 1 −1 −3
0 0 1 3
1 0 −1 −1

→


1 0 0 2
0 1 0 −2
0 0 1 3
0 0 0 0

 = [A′|B′]
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1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0


x1
x2
x3

 =


2
−2
3
0


C-à-d :

x1 = 2 x2 = −2 x3 = 3 0 = 0

Example 3.4

[A|B] =


1 5 3 −11 11
0 1 1 −2 1
1 6 5 −13 10
1 4 0 −9 14

→


1 0 0 −1 2
0 1 0 −2 3
0 0 1 0 −2
0 0 0 0 0

 = [A′|B′]


1 0 0 −1
0 1 0 −2
0 0 1 0
0 0 0 0



x1
x2
x3
x4

 =


2
3
−2
0


C-à-d :

x1 − x4 = 2 x2 − 2x4 = 3 x3 = −2 0 = 0

D’où

X =


x1
x2
x3
x4

 =

 x4 + 2
2x4 + 3
−2x4


3.2. Partie 2.

3.2.1. Homogène. Rappelons que si B est la matrice nulle (B = 0m×1) alors notre
système lineéaire est dit être homogène.

Pour tout système homogène la solution X = 0n×1 est une solution. Elle est
appelée la solution triviale du système homogène.

On peut jamais avoir le premier cas de notre proposition precedent.

Corollary 3.5 (Cor 2.1) Soit un système homogène de m équations linéaires
AX = 0m×1 avec n inconnues.

(i) Si le rang rg(A) = n, alors le système AX = 0m×1 a une et une seule
solution (la solution triviale).

(ii) Si rg(A) < n, alors le système AX = 0m×1 a une infinité de solutions. Ces
solutions peuvent être obtenues de A′X = 0m×1 en séparant les inconnues
en deux types :

— Les inconnues ne correspondant pas aux colonnes pivots comme étant
des variables libres

— les autres inconnues (celles correspondant aux colonnes pivots comme
étant des variables dépendantes.
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Example 3.6

[A|06×1] =


1 0 −5 8 24 −6 0
0 1 −4 7 20 −5 0
0 1 −3 4 13 −2 0
−1 −1 2 1 −5 −5 0
−2 −3 6 −3 −24 −7 0
0 −1 0 2 2 −4 0

→


1 0 0 0 3 2 0
0 1 0 0 2 2 0
0 0 1 0 −1 0 0
0 0 0 1 2 −1 0
0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0

 = [A′|06×1]

C-à-d 
1 0 0 0 3 2
0 1 0 0 2 2
0 0 1 0 −1 0
0 0 0 1 2 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0




x1
x2
x3
x4
x5
x6

 =


0
0
0
0
0
0


D’où

x1 = −3x5 − 2x6 x2 = −2x5 − 2x6 x3 = x5 x4 = x6 − 2x5 0 = 0 0 = 0

et

X =


x1
x2
x3
x4
x5
x6

 =


−3x5 − 2x6
−2x5 − 2x6

x5
x6 − 2x5

x5
x6


3.2.2. Interpolation d’une fonction (§2.4). Il arrive parfois que nous connaissions
les valeurs d’une fonction qu’à un nombre fini de points et nous voulons évaluer
cette fonction entre ces points, c’est ce qui est appelé interpoler la fonction.

Étant donné une fonction f(x) pour laquelle nous connaissons n + 1 valeurs :
f(x0) . . . f(xn) aux (n + 1) points distincts : x0, . . . , xn. Nous cherchons à dé-
terminer un polynôme P (x) = a0 + a1x + · · · + anx

n de degré n pour lequel
P (x0) = f(x0), . . . , P (xn) = f(xn). Avec ce polynôme P (x) nous pouvons interpo-
ler la fonction f(x) au point x = α par P (α).

a0 + a1x0 + · · · anxn0 = f(x0)
a0 + a1x1 + · · · anxn1 = f(x1)

...
a0 + a1xn + · · · anxnn = f(xn)

Il est possible de montrer, parce que les (n+ 1) points x0, . . . , xn sont distincts,
que le système a une et une seule solution. Nous allons pour l’instant accepter ce
résultat.

Comment le faire ? On a déjà les x, et les seuls variables qu’on sait pas sont les
ai.
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
1 x0 x2

0 · · · xn0
1 x1 x2

1 · · · xn1
...

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xnn



a0
a1
a2
...
an

 =


f(x0)
f(x1)
f(x2)

...
f(xn)


D’ici on utilise l’algorithme de Gauss-Jordan pour trouver les ai. On les mets

dans P (x), et voilà.

Example 3.7 Soit une fonction f(x) t.q. ses valeurs aux points 0, 1, et 2 sont :

f(0) = 1, f(1) = −2, f(2) = 3

Nous chercons P (x) tq P a degré 2 et t.q. P (0) = f(0), P (1) = f(1), et P (2) = f(2).
On cherche a0, a1, et a2 t.q. le système d’équalities sont vrai :

a0 + a1x0 + a2x
2
0 = f(x0)

a0 + a1x1 + a2x
2
1 = f(x1)

a0 + a1x2 + a2x
2
2 = f(x2)

a0 + a10 + a202 = f(0) = 1
a0 + a11 + a212 = f(1) = −2
a0 + a12 + a222 = f(2) = 31 0 0 1

1 1 1 −2
1 2 4 3

→
1 0 0 1

0 1 0 −7
0 0 1 4


D’où on a l’unique polynôme d’interpolation

P (x) = 4x2 − 7x+ 1

Essayons

P (0) = 1, P (1) = 4− 7 + 1 = −2, P (2) = 16− 14 + 1 = 3

Example 3.8 Cocalc

•Maintenant on va commencer de trouver une façon de trouver des inverse s’il y
existe.

3.2.3. Matrice élémentaires (§3.1). Rappelons les trois opérations élémentaires :
(i) Li ← αLi

(ii) Li ↔ Lj

(iii) Li ← Li + αLj

Étant donné une opération élémentaire de ligne Op, alors la matrice élémentaire
d’ordre m associée à cette opération est la matrice carrée d’ordrem obtenue à partir
de la matrice identité Im en effectuant cette opération. Noté Em(Op)

C-à-d
Im

Op−−→ Em(Op)
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Example 3.9 La matrice élémentaire d’ordre 5 associée à l’opération élémentaire
L2 ← 4L2 est

E5(L2 ← 4L2) =


1 0 0 0 0
0 4 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1


parce que

I5
L2←4L2−−−−−→


1 0 0 0 0
0 4 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 = E5(L2 ← 4L2)

Example 3.10 La matrice élémentaire d’ordre 4 associée à l’opération élémentaire
L1 ↔ L4 est

E4(L1 ↔ L4) =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0


Example 3.11 La matrice élémentaire d’ordre 3 associée à l’opération élémentaire
L2 ← L2 + 2L1 est

E3(L2 ← L2 + 2L1) =

1 0 0
2 1 0
0 0 1


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4. Semaine 4 - 26 septembre 2017

4.1. Partie 1.

4.1.1. Rappelons.
(i) rang
(ii) Prop 2.2
(iii) Cor 2.1
(iv) Matrice élémentaire

Proposition 4.1 (Prop 3.1) Soit une matrice C de format m×n et C ′ la matrice
obtenue de C à la suite de l’opération élémentaire de ligne Op, c-à-d

C
Op−−→ C ′,

alors
C ′ = Em(Op)C.

Ainsi C ′ est obtenue en multipliant C à gauche par la matrice élémentaire Em(Op).
Démonstration. Il suffit de vérifier ceci pour chacune des opérations élémentaires
de ligne. Par exemples ! �

Example 4.2 0 0 −1 6
−9 0 −1 0
1 −1 −3 1

 L1←L1+3L3−−−−−−−−→

 3 −3 −10 9
−9 0 −1 0
1 −1 −3 1


1 0 3

0 1 0
0 0 1

 0 0 −1 6
−9 0 −1 0
1 −1 −3 1


Proposition 4.3 (Prop 3.2) Soit E = Em(Op), la matrice élémentaire d’ordre
m associée à l’opération élémentaire de ligne Op. Alors la matrice E est inversible
et son inverse E−1 est la matrice élémentaire d’ordre m associée à l’opération
élémentaire de ligne Op−1 inverse de Op :

Li ← jLi Li ← jLi

Li ↔ Lα Li ↔ Lα−1

Li ← Li + αLj Li ← Li +−αLj
Démonstration. Facile comme la dernière. �

Example 4.4

E5(L2 ← 4L2) =


1 0 0 0 0
0 4 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 E5(L2 ← 1/4L2) =


1 0 0 0 0
0 1

4 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




1 0 0 0 0
0 4 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1




1 0 0 0 0
0 1

4 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1

 = I5
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Example 4.5

E4(L1 ↔ L4) =


0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0




0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0




0 0 0 1
0 1 0 0
0 0 1 0
1 0 0 0

 = I4

Example 4.6

E3(L2 ← L2 + 2L1) =

1 0 0
2 1 0
0 0 1

 E3(L2 ← L2 +−2L1) =

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1


1 0 0

2 1 0
0 0 1

 1 0 0
−2 1 0
0 0 1

 = I3

Example 4.71 0 3
0 1 0
0 0 1

 0 0 −1 6
−9 0 −1 0
1 −1 −3 1

 =

 3 −3 −10 9
−9 0 −1 0
1 −1 −3 1


4.1.2. Inversion des matrices (§3.2). Cette preuve est difficile ! Prenez votre temps. . .

Proposition 4.8 (Prop 3.3) Soit une matrice carrée A de format n × n. Consi-
dérons la matrice augmentée [A|In] de format n × 2n obtenue en juxtaposant la
matrice identité In à la droite de A et notons par [A′|B′] : l’unique matrice réduite
échelonnée obtenue de [A|In] après une série d’opérations élementaires où A′ est la
matrice consistant des n colonnes le plus à gauche de [A′|B′] et B′ est la matrice
consistant des n le plus à droite de [A′|B′].

(i) Si A′ = In alors la matrice A est inversible et son inverse A−1 est B′.
(ii) Si A′ 6= In alors la matrice A n’est pas inversible.

Démonstration. L’algorithme consiste à effectuer une série d’opèrations élémen-
taires de ligne à partir de la matrice augmentée [A|In]. Disons k opérations élémen-
taires.

[A|In] = [A0|B0] Op1−−→ [A1|B1] Op2−−→ · · · Opk−−−→ [Ak|Bk] = [A′|B′].
Notons par Ei : la matrice élémentaire d’ordre n associée à l’opération élémentaire
de ligne Opi. Comme conséquence de la proposiition 3.1, nous avons que les opé-
rations élémentaires de ligne correspondent à multiplier à gauche par une matrice
élémentaire et ainsi nous avons les égalités suivantes

[Ai|Bi] = Ei[Ai−1|Bi−1]
Donc

[A1|B1] = E[A|In] . . . [A′|B′] = Ek · · ·E1[A|In]
Si nous considérons les n colonnes de droite de chacun des côtés de cette dernière

équation, nous obtenons que
A′ = Ek . . . E1A
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De la même façon, si nous considérons les n colonnes de gauche, nous obtenons

B′ = Ei . . . E1

Rappelons que les matrices élémentaires sont inversibles comme nous l’avons vu à
la prop 3.2. Conséquemment en multipliant par ces inverses, nous obtenons

A = E−1
1 . . . E−1

k A′

Si A′ = In alors A = E−1
1 . . . E−1

k In = E−1
1 . . . E−1

k est un produit de matrices
inversibles et par le fait même est inversible. Donc A est inversible et

A−1 = (E−1
1 . . . E−1

k )−1

= (E−1
k )−1 . . . (E−1

1 )−1

= Ek . . . E1 = B′

Si A′ 6= In, alors, parce que [A′|B′] est une matrice réduite échelonnée, A′ a
nécessairement une ligne nulle. Une matrice avec une ligne nulle ne peut pas être
inversible. En effet, si M est une matrice carrée de formatn n × n dont une des
lignes est nulle, disons la ie ligne Li, alors pour tout matrice carrée N de même
format que M< nous aurons touours que la ie ligne du produit MN sera aussi
nulle et nous ne pourrons pas obtenir que MN = In, car la ie ligne de In n’est
pas nulle. Donc A′ n’est pas inversible. Nous avons que A′ = Ek . . . A. Si A était
inversible, alors A′ serait un produit de matrices inversibles étant donné que les
matrices élémentaires sont inversibles comme nous l’avons vu à la prop 3.2. Mais
ceci est impossible parce que A′ n’est pas inversible. Donc A n’est pas inversible.

�

Corollary 4.9 (Cor 3.4.A) Soit une matrice carrée A d’ordre n. Soit A′ la mré
de A. Alors A est inversible ssi A′ = In.

4.2. Partie 2.

Example 4.10

A =


1 0 −2 15
2 1 −1 16
2 1 0 11
−1 0 1 −9

→

−4 3 −3 −5
−3 5 −4 −1
5 −6 6 5
1 −1 1 1

 = A−1

Example 4.11

A =

 1 1 0
4 5 −2
−3 −6 6

→
1 0 2

0 1 −2
0 0 0

 (pas d’inverse !)

4.2.1. Analyse Intersectorielle (§3.3). On va appliquer l’inversion de matrice en
analyse intersectorielle en économie. L’approche a été développée par l’économiste
américain Wassily Leontief dans les années 1930.

On divise l’économie en n secteurs de production. Pour produire des biens,
chaque secteur utilise une certaine quantité de biens produits par les autre sec-
teurs et même de son propre secteur. Une partie est aussi destinée à la demande
des ménages (Demande externe) Toutes ces données sont présentées souls la forme
d’un tableau intersectoriel.
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Example 4.12 Supposon qu’il y a que trois secteurs. Nous avons le tableau sui-
vant :

Secteurs
fournisseurs Secteur 1 Secteur 2 Secteur 3 Demande externe Production

totale
Secteur 1 150 1000 50 800 2000
Secteur 2 500 7500 1000 11000 20000
Secteur 3 800 2000 2200 5000 10000

À ces données, nous pouvons associer la matrice des coefficients techniques de
production. A = [aij ] où

aij = Demande de le secteur i fournit au secteur j
Production totale du secteur j

Example 4.13

A =

 150
2000

1000
20000

50
10000500

2000
7500
20000

1000
10000800

2000
2000
20000

2200
10000

 =

0, 075 0, 05 0, 005
0, 25 0, 375 0, 1
0, 4 0, 1 0, 22


Si T est la matrice de format n × 1 pour laquelle l’entrée à la ligne i est la

production totale du secteur i. Si D est la matrice de format n × 1 pour laquelle
l’entrée à la ligne i est la demande externe du secteur i. Alors nous aurons

T = AT +D ⇒ (In −A)T = D ⇒ T = (In −A)−1D

si la matrice (In −A) est inversible.

Example 4.14

T =

 2000
20000
10000

 D =

 800
11000
5000


L’intérêt économique de ceci est l’information que nous pouvons tirer de la ma-

trice (In − A)−1. Si nous modifions la demande externe, nous aimerions déter-
miner l’impact sur la production totale de chacun des secteurs. L’équation T =
(In −A)−1D nous permtet de déterminer cet impact.

En effet, supposons que nous voulons déterminer l’impact sur la production totale
si la demande externe pass de D à D + ∆D, alors la production passera de (In −
A)−1D à (In −A)−1(D+ ∆D). Ainsi la production totale sera modifée de la façon
suivante :

∆T = (In −A)−1(D + ∆D)− (In −A)−1D = (In −A)−1(∆D)

Example 4.15

I3 −A =

(1− 0, 075) −0, 05 −0, 005
−0, 25 (1− 0, 375) −0, 1
−0, 4 −0, 1 (1− 0, 22)

 =

0, 925 −0, 05 −0, 005
−0, 25 0, 625 −0, 1
−0, 4 −0, 1 0, 78


Cette dernière matrice est inversible et si nous calculons son inverse, nous obtenons

(I3 −A)−1 =

1, 114 0, 092 0, 019
0, 548 1, 679 0, 219
0, 642 0, 263 1, 320


Algèbre Matricielle Page 20



MAT1600 Aram Dermenjian

Mais ça nous donne quoi ?
Si nous devons augmenter d’une unité la demande externe du secteur 1, alors il

faudre augmenter la production totale du secteur primare de 1, 114 unité, celle du
secteur 2 de 0, 548 unité et celle du secteur 3 de 0, 642 unité.
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5. Semaine 5 - 3 octobre 2017

5.1. Partie 1.

5.1.1. Rappelons.
(i) Prop 3.2
(ii) Prop 3.3

5.1.2. Polynôme minimal d’une matrice carrée (§3.4). Il faut refaire cette section.
Ils ont eu la misére de comprends l’association entre les matrices et les polynômes.
Particulierement pourquoi il existe un (et un seul) polynôme minimal Un polynôme
P (x) de degré d est une expression de la forme

P (x) = a0 + a1x+ a2x
2 + · · · adxd

Si ad = 1, alors nous dirons que P (x) est monique.

Example 5.1
P (x) = x7 + 2x2 · · ·
Q(x) = 9x3 + x

Note : On peut substituer une matrice carrée à la place de la variable x. On
aura

P (A) = a0In + a1A+ a2A
2 + · · ·+ adA

d

Example 5.2 Example basique

Proposition 5.3 (Prop 3.4) Étant donné une matrice carrée de format n × n,
alors il existe un polynôme monique P (x) = xn + · · · a2x

2 + a1x+ a0 tel que P (A)
est la matrice nulle 0n×n, c-à-d P (A) = 0n×n. Nous dirons alors que la matrice A
est un zéro de P (x).

Example 5.4 [
7 −12
3 −5

]
P (x) = x2 − 2x + 1

A2 =
[
13 −24
6 −11

]
Example 5.5

A =
[
a b
c d

]
P (x) = x2 − (a+ d)x+ (ad− bc)[

(a2 + bc) (ab+ bd)
(ac+ cd) (bc+ d2)

]
Est-il existe plusieurs polynômes monique ?

(i) Au debut, on prend tout les polynômes monique pour lesquels A est un
zéro.

(ii) Permi eux, il existe au moins 1 de degré minimal.
(iii) Mais est-ce qu’il existe plusieurs ?
(iv) Rappelons la division euclidienne ! a = bq + r.
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(v) Supposons qu’il existe deux polynômes minimals P1(x) et P2(x) t.q. P1(A) =
P2(A) = 0.

(vi) Alors P1(x) = P2(x)Q(x) +R(x)
(vii) Il faut que R(x) est nulle car sinon 0 = P1(A) = P2(A)Q(A) + R(A) =

0 +R(A).
(viii) D’où, car P1(x) et P2(x) ont le même degré et sont monique, Q(x) = 1.

Alors, il existe un polynôme minimal qui est l’unique polynôme monique de degré
minimal.

Example 5.6 On a vu que A est un zéro de P (x) = x2 − 2x + 1. On va montrer
que il n’existe pas un polynôme monique de degré 1 Q(x) tel que Q(A) = 0.

Supposons qu’il exist. Alors Q(x) = a0 + a1x d’où Q(A) = a0I2 + a2A. Si
Q(A) = 02 on aura

a0

[
1 0
0 1

]
+ a1

[
7 −12
3 −5

]
=
[
(a0 + 7a1) −12a1

3a1 (a0 − 5a1)

]
=
[
0 0
0 0

]
Alors il faut que a0 = a1 = 0.

Proposition 5.7 (Prop 3.5) Soit une matrice carrée A de format n×n. Considé-
rons la matrice B de format n2 × (n+ 1) obtenue de la façon suivante : la colonne
j de B est obtenue en écrivant les lignes de la matrice Aj−1 sous forme d’une seule
colonne et B′ l’unique matrice réduite échelonnée obtenue à partir de B à la suite
d’une série d’opérations élémentaires de ligne. Notons le rang rg(B) par m. Alors

(i) m ≤ n
(ii) la matrice B′ est de la forme

B′ =



1 0 0 · · · 0 a0 · · ·
0 1 0 · · · 0 a1 · · ·
0 0 1 · · · 0 a2 · · ·
...

...
...

. . . 0
... · · ·

0 0 0 · · · 1 am−1 · · ·
0 0 0 · · · 0 0 · · ·
...

...
...

...
...

... · · ·


Ici la matrice identité Im est dans le coin supérieur gauche de B′ et il y a
au moins une colonne à la droite de cette matrice identité.

(iii) le polynôme minimal de A est le polynôme monique P (x) de degré m sui-
vant

P (x) = xm − am−1x
m−1 − · · · − a2x

2 − a1x− a0

En d’autres mots, la taille de la matrice identité nous donne le degré du
polynôme minimal et la colonne à la droite de cette matrice identité nous
permet d’écrire ce polynôme minimal.

Tout a bord, on va expliquer qu’est-ce que se passe.

Example 5.8 Soit la matrice carrée A :

A =
[
7 −12
3 −5

]
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Il nous faut former la matrice B de format 4× 3 des matrices puissance de A :

A0 =
[
1 0
0 1

]
A1 =

[
7 −12
3 −5

]
A2 =

[
13 −24
6 −11

]
en écrivant les lignes de ces matices sous forme de colonne : la première colonne
correspond à A0, deuxième à A1, etc. Ainsi

B =


1 7 13
0 −12 −24
0 3 6
1 −5 −11


Il nous faut maintenant utiliser l’algo d’éliminatino de Gauss-Jordan pour obtenir
B′ à partir de B :

B →


1 0 −1
0 1 2
0 0 0
0 0 0


Donc, le rang rg(B) = 2 et conséquemment le polynôme minimal de A est de degré
2. Le polynôme minimal de A est alors P (x) = x2 − 2x+ 1.

Example 5.9 Soit la matrice carrée

A =

1 −2 −6
0 1 4
0 0 1


Il faut former la matrice B de format 9× 4.

A0 = I3, A2 =

1 −4 −20
0 1 8
0 0 1

 A3 =

1 −6 −42
0 1 12
0 0 1


Ainsi

B =



1 1 1 1
0 −2 −4 −6
0 −6 −20 −42
0 0 0 0
1 1 1 1
0 4 8 12
0 0 0 0
0 0 0 0
1 1 1 1


→ B′ =



1 0 0 1
0 1 0 −3
0 0 1 3
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Donc le rang est rg(B) = 3 et conséquemment le polynôme minimal de A est de
degré 3. Le polynôme minmal de A est alors

P (x) = x3 − 3x2 + 3x− 1

Essayons
P (A) = 03×3
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5.2. Partie 2. - Au moyen du polynôme minimal, nous pouvons déterminer si une
matrice carrée A est inversible ou pas.

Proposition 5.10 (Prop 3.6) Soit une matrice carrée A de format n× n et dont
le polynôme minimal est le polynôme de degré

P (x) = xm + am−1x
m−1 + · · · a2x

2 + a1x+ a0

Alors A est inversible ssi a0 6= 0. Dans ce dernier cas, l’ inverse est alors

A−1 = − 1
a0

(
Am−1 + am−1A

m−2 + · · ·+ a2A+ a1In
)
.

Démonstration. Si A est inversible, il nous faut montrer que a0 6= 0. Supposons le
contraire, c-à-d que a0 = 0. Alors parce que A est un zéro du polynôme minimal,
nous avons

Am + am−1A
m−1 + · · ·+ a2A

2 + a1A = 0n×n
Nous pouvons factoriser A :

A
(
Am−1 + am−1A

m−2 + · · ·+ a2A+ a1
)

= 0n×n
Comme A est inversibles, A−1 existe et nous pouvons multiplier les deux côtés de
cette dernière équation par A−1. Nous obtenons alors(

Am−1 + am−1A
m−2 + · · ·+ a2A+ a1

)
= 0n×n

Ceci signifie que la matrice A est un zéro du polynôme de degré (m− 1).(
xm−1 + am−1x

m−2 + · · ·+ a2x+ a1
)

Mais ceci contredit le fait que le polynôme minimal est de degré m. Donc a0 6= 0.
Si a0 6= 0, il nous faut montrer que A est inversible. Considérons la matrice

− 1
a0

(
Am−1 + am−1A

m−2 + · · ·+ a2A+ a1In
)
.

Celle-ci est bien définie car nous pouvons diviser par a0 6= 0. Nous allons maintenant
vérifier que cette dernière matrice est l’inverse de A. En effet

A

[
− 1
a0

(
Am−1 + am−1A

m−2 + · · ·+ a2A+ a1In
)]

= − 1
a0

(
Am + am−1A

m−1 + · · ·+ a2A
2 + a1A

)
= − 1

a0
(−a0In)

= In

parce que, A étant le zéro du polynôme minimal, nous avons
Am + am−1A

m−1 + · · ·+ a2A
2 + a1A = −a0In

De la même faç, nous obtenons que[
− 1
a0

(
Am−1 + am−1A

m−2 + · · ·+ a2A+ a1In
)]
A = In

Nous avons ainsi que A est inversible et son inverse est bien

A−1 = − 1
a0

(
Am−1 + am−1A

m−2 + · · ·+ a2A+ a1In
)
.

�
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Example 5.11 Pour la matrice

A =
[
7 −12
3 −5

]

On a vu que son polynôme minimal est x2 − 2x+ 1. Par la prop précédente, nous
avons que A est inversible avec

A−1 = −1
1 (A− 2I2) = −

([
7 −12
3 −5

]
− 2

[
1 0
0 1

])
=
[
−5 12
−3 7

]
Example 5.12 Pour la matrice

A =

1 −2 −6
0 1 4
0 0 1


On a vu que son polynôme minimal est x3 − 3x2 + 3x− 1. Par la prop précédente,
nous avons que A est inversible avec

A−1 = − 1
−1
(
A2 − 3A+ 3I3

)
=

1 −4 −20
0 1 8
0 0 1

− 3

1 −2 −6
0 1 4
0 0 1

+ 3

1 0 0
0 1 0
0 0 1


=

1 2 −2
0 1 −4
0 0 1


Il est possible d’utiliser le polynôme minimal d’une matrice carrée pour évaluer

les puissance de A !

P (A) = Am + am−1A
m−1 + · · ·+ a2A

2 + a1A+ a0 = 0

Am = −
(
am−1A

m−1 + · · ·+ a2A
2 + a1A+ a0

)
.

Example 5.13 Prenons

A =
[
7 −12
3 −5

]

Rappelons que P (x) = x2 − 2x+ 1. D’où A2 = 2A− I2.
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Si nous voulons calculer A22 = A16A4A2

A4 = (A2)2 = (2A− I2)2 = 4A2 − 4A+ I2

= 4(2A− I2)− 4A+ I2 = 8A− 4A− 4I2 + I2 = 4A− 3I2
A8 = (A4)2 = (4A− 3I2)2 = 16A2 − 24A+ 9I2

= 16(2A− I2)− 24A+ 9I2 = 32A− 24A− 16I2 + 9I2 = 8A− 7I2
A16 = (A8)2 = (8A− 7I2)2 = 64A2 − 112A+ 49I2

= 64(2A− I2)− 112A+ 49I2 = 128A− 112A− 64I2 + 49I2 = 16A− 15I2
A22 = A16A4A2 = (16A− 15I2)(4A− 3I2)(2A− I2) = (16A− 15I2)(8A2 − 10A+ 3I2)

= (16A− 15I2)(8(2A− I2)− 10A+ 3I2) = (16A− 15I2)(6A− 5I2)
= 96A2 − 80A− 90A+ 75I2
= 96(2A− I2)− 170A+ 75I2
= 192A− 96I2 − 170A+ 75I2
= 22A− 21I2

Donc
A22 = 22A− 21I2 =

[
133 −264
66 −131

]
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6. Semaine 6 - 10 octobre 2017

6.1. Partie 1.

6.1.1. Rappel.
(i) Polynôme minimal
(ii) Prop 3.5
(iii) Prop 3.6

6.1.2. Déterminants (§4). On veut trouver une meilleure façon de trouver le po-
lynôme minimal. On a vu que a0 nous a donné beaucoup d’information. Alors,
on cherche un nombre pour chaque matrice qui nous donne d’information sur la
matrice. Il s’est appele déterminant.

Avant il faut parler de permutations et de leurs signatures.
Une permutation de l’ensemble E = {1, 2, 3, · · · , n} est une bijection de E vers

lui-même :

σ =

 1 2 · · · n
↓ ↓ · · · ↓

σ(1) σ(2) · · · σ(n)


C’est écrit sous la forme d’un tableau

σ =
(

1 2 · · · n
σ(1) σ(2) · · · σ(n)

)
ou bien

σ = (σ(1), σ(2), . . . , σ(n))
Nous dirons aussi une permutation de n plutôt de E.
Il y a ausi la permutation identité

IdE =
(
1 2 · · · n

)
Example 6.1 E = {1, 2, 3}.

On note l’ensemble de permutations de n par Sn.
Il y a n! nombre d’éléments dans Sn.
Étant donné une permutation de n, σ(n), nous définissons sa longueur , notée

`(σ), comme étant son nombre d’inversions. Plus précisément une inversion de σ
est une pair d’éléments (i, j) de E t.q. i < j et σ(i) > σ(j) et

`(σ) = |{(i, j) ∈ E × E | i < j et σ(i) > σ(j)}| .
La signe d’une permutation σ est noté sgn(σ) et est égal à sgn(σ) = (−1)`(σ).

Example 6.2
σ =

(
3 4 6 5 1 2

)
`(σ) = 9 sgn(σ) = −1

Donne une deuxième example.

On a tout ce qu’il nous faut pour définir le déterminant d’une matrice carrée ! ! !
Étant donné une matrice carrée de format n× n.

A = [aij ] =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann


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son déterminant, noté det(A) ou encore∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
est ∑

σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1)a2σ(2) . . . anσ(n).

Example 6.3 Soit

A =
[
a11 a12
a21 a22

]
S2 =

{(
1 2

)
,
(
2 1

)}
Donc le déterminant de A est∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = sgn(
(
1 2

)
)a11a22 + sgn(

(
2 1

)
)a12a21 = a11a22 − a12a21

Coup de diagonale ! ! !

Example 6.4 ∣∣∣∣7 −12
3 −5

∣∣∣∣ = 7 ∗ −5− (−12 ∗ 3) = −35 + 36 = 1

Example 6.5 Soit

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

 S3 = {(1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 1, 3), (2, 3, 1), (3, 1, 2), (3, 2, 1)}

Donc le déterminant de A est∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = sgn(1, 2, 3)a11a22a33 + sgn(1, 3, 2)a11a23a32

+ sgn(2, 1, 3)a12a21a33 + sgn(2, 3, 1)a12a23a31

+ s sgn(3, 1, 2)a13a21a32 + sgn(3, 2, 1)a13a22a31

. Nous obtenons∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11a22a33−a11a23a32−a12a21a33+a12a23a31+a13a21a32−a13a22a31

C’est trop difficile ça. . .
Alors, on va faire notre coup de diagonale encore ! ! !

a11 a12 a13 a11 a12
↘ ↘ ↘

a21 a22 a23 a21 a22
↘ ↘ ↘

a31 a32 a33 a31 a32
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a11 a12 a13 a11 a12
↙ ↙ ↙

a21 a22 a23 a21 a22
↙ ↙ ↙

a31 a32 a33 a31 a32

Example 6.6∣∣∣∣∣∣
1 2 −2
0 2 1
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣ = 1∗2∗1+2∗1∗2+(−2)∗0∗(−2)−1∗1∗(−2)−2∗0∗1−(−2)∗2∗2 = 2+4+2+8 = 16

Après 3× 3, ç deviens difficile.

Proposition 6.7 (Prop 4.1) Soit une matrice triangulaire (supérieure ou infé-
rieure)

A =



a11 a12 · · · a1i · · · a1n
0 a22 · · · a2i · · · a2n
...

...
. . .

...
...

0 0 · · · aii · · · ain
...

...
...

. . .
...

0 0 · · · 0 · · · ann


ou



a11 0 · · · 0 · · · 0
a21 a22 · · · 0 · · · 0
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aii · · · 0
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ani · · · ann


alors le déterminant det(A) de A est le produit des entrées sur la diagonale princi-
pale. C-à-d : det(A) = a11a22 · · · ann.
Démonstration. Supposons premièrement que la matrice A est triangulaire supé-
rieure. Nous voulongs montrer que dans la somme définisant le déterminant det(A)
de A, la seule permutation qui peut contribuer un terme non nul au déterminant
est la permutation identité IdE = (1, 2, 3 . . . , n).

Ainsi, si σ 6= IdE , alors il existe un entier i t.q. 1 ≤ i ≤ n et i > σ(i). En
effet, il suffit de prendre le plus grand entier i de E t.q. σ(i) 6= i. Pour cet entier
i, nous aurons i > σ(i), car σ = (σ(1), σ(2), . . . , σ(i), (i + 1), . . . , n). Mais alors
aiσ(i) = 0, parce que A est une matrice triangulaire supérieure, et conséquemment
a1σ(1) . . . anσ(n) = 0 lorsque σ 6= IdE .

Alors det(A) = a11a22 . . . ann.
Pour inférieure. . . on change quoi ? �

Example 6.8∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 3 3 2 1
0 2 3 1 −4
0 0 1 300 −40
0 0 0 7 14, 000
0 0 0 0 2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 ∗ 2 ∗ 1 ∗ 7 ∗ 2 = 28 7× 7

Étant donné une permutation σ de n, la permutation inverse de σ, notée σ−1,
est l’unique permutation t.q. σ−1(i) = j ssi σ(j) = i.

Example 6.9

σ = (3, 5, 2, 6, 7, 1, 4) alors σ−1 = (6, 3, 1, 7, 2, 4, 5)
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6.2. Partie 2.

Proposition 6.10 (Prop 4.2) Soit une matrice carrée A. Alors det(A) = det(AT ).
Démonstration. Écrivons les matrices en jeu

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anj · · · ann


et AT =



b11 b12 · · · b1j · · · b1n
b21 b22 · · · b2j · · · b2n
...

...
. . .

...
...

bi1 bi2 · · · bij · · · bin
...

...
...

. . .
...

bn1 bn2 · · · bnj · · · bnn


où bij = aji pour tout i, j.

Si nous calculons le déterminant det(AT ) de la matrice transposée AT , alors

det(AT ) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)b1σ(1) · · · bnσ(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)aσ(1)1 · · · aσ(n)n

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ−1(1) · · · anσ−1(n)

Il faut noter que `(σ) = `(σ−1) et sgn(σ) = sgn(σ−1). En effet, s’il y a une inversion
i < j dans σ, alors il y a une inversion σ(j) < σ(i) dans σ−1, car nous avons

i < j;σ(i) > σ(j) et σ(j) < σ(i); j > i

Donc

det(AT ) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ−1)a1σ−1(1) · · · anσ−1(n)

=
∑

σ−1∈Sn

sgn(σ−1)a1σ−1(1) · · · anσ−1(n)

=
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n)

= det(A)

�

6.2.1. Opérations élémentaires de ligne ou colonne (§4.2). Nous avons décrit les
opérations élémentaires de ligne avant.

Une opération élémentaire de colonne sur une matrice A consiste à modifier la
matrice A pour obtenir une nouvelle matrice A′ pour laquelle toutes les colonnes
sont les mêmes sauf une ou deux colonnes.

(i) Remplacer une colonne par un multiple non nul de celle-ci. Plus exactement
nous remplaçons la iième colonne Ci par la iième colonne Ci multiplié par
le scalaire α 6= 0. Nous noterons cette opération par Ci ← αCi.

(ii) Intervertir deux colonnes, plus exactement nous intertissons la iième co-
lonne Ci et la jième colonne Cj . Nous noterons cette opération par Ci ↔ Cj .
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(iii) Remplacer une colonne par cette colonne à laquelle nous avons ajouté un
multiple d’une autre colonne. Plus exactement nous remplaçons la iième

colonne Ci par la somme de la iième colonne Ci et de α foir la jième colonne
Cj , où i 6= j. Nous noterons cette opération par Ci ← Ci + αCj .

Proposition 6.11 (Prop 4.3) Soit une matrice carrée A et la matrice A′ obtenue
de A après l’opération élémentaire de ligne ou de colonne Op : A Op−−→ A′. Alors la
relation entre les déterminants de A et A′ est présentée par :

Opération élémentaire Rélations
Li ← αLi, où α 6= 0 det(A′) = α det(A)
Ci ← αCi, où α 6= 0 det(A′) = α det(A)
Li ↔ Lj, où i 6= j det(A′) = −det(A)
Ci ↔ Cj, où i 6= j det(A′) = −det(A)

Li ← Li + αLj, où i 6= j det(A′) = det(A)
Ci ← Ci + αCj, où i 6= j det(A′) = det(A)

Démonstration. On va pas démontrer cette proposition, mais on va donner indiquer
pourquoi ça marche.

Par Prop 4.2, il faut selement faire le travail pour les lignes.
Li ← αLi
Une ligne est multipliée par α. On va toujours choisir une (et seuelement une)

chose de chaque colonne et ligne. D’où on va selement avoir une nombre qui est
multiplié par α.

Li ↔ Lj
C’est comme on a changé deux colonnes dans la permutation. D’où le sgn change.
Li ← Li + αLj
Une matrice carrée M ayant deux lignes identiques α un déterminant nul. (En

effet, on utilise Li ↔ Lj avec ce deux lignes) Ç viens du fait que

det(



u1
...

a+ b
...
un

) = det(



u1
...
a
...
un

) + det(



u1
...
b
...
un

)

�

Example 6.12 ∣∣∣∣∣∣
1 2 −2
0 2 1
2 −2 1

∣∣∣∣∣∣ L1↔L2= −

∣∣∣∣∣∣
1 2 −2
2 −2 1
0 2 1

∣∣∣∣∣∣
· · · = 16

Example 6.13 Utiliser Gauss ∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1
0 2 3 0
3 0 1 2
3 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 4
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6.2.2. Développement de Laplace (§4.3). On va montrer une autre approche pour
calculer le déterminant d’une matrice carrée

Le mineur de A à la position (i, j) est la sous-matrice de A de format (n− 1)×
(n− 1) obtenue de A en enlevant la ligne i et la colonne j. Noté Mij(A).

Le cofacteur de A d’indice (i, j) est le nombre αij(A) = (−1)i+j det(Mij(A)).

Example 6.14

A =

1 2 −2
0 2 1
2 −2 1

 M13(A) =
[
0 2
2 −2

]
α13(A) = (−1)1+3

∣∣∣∣0 2
2 −2

∣∣∣∣ = −4

Proposition 6.15 (Prop 4.4 - Développement de Laplace) Soit une matrice carrée
A d’ordre n.

(i) (selon la ligne Li) Si i est un entier t.q. 1 ≤ i ≤ n, alors
det(A) = ai1αi1(A) + · · ·+ ainαin(A)

(ii) (selon la colonne Cj) Si j est un entier t.q. 1 ≤ j ≤ n, alors
det(A) = a1jα1j(A) + · · ·+ anjαnj(A)

Démonstration. Rappelons que étant donné une matrice générale :

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anj · · · ann


son dt́erminant est

det(A) =
∑
σ∈Sn

sgn(σ)a1σ(1) · · · anσ(n)

Pour démontrer (i) il nous faut regrouper

=
n∑
j=1

aij
∑
σ∈Sn
σ(i)=j

sgn(σ)a1σ(1) . . . a(i−1)σ(i−1)a(i+1)σ(i+1) . . . anσ(n)

Il reste de vérifier que la somme et αij(A) = (−1)i+jMij(A).
Prennons σ ∈ Sn t.q. σ(i) = j.
On va créer σ̄ ∈ Sn où on bouge notre j. Si i > j, on laisse

σ̄(k) =


σ(k) si k > i ou k < j

σ(k + 1) si j < k ≤ i
j si k = j

si j < i, on laisse

σ̄(k) =


σ(k) si k < i ou k > j

σ(k − 1) si j > k ≥ i
j si k = j

Si j = i alors σ̄ = σ. C’est facile à voir que sgn(σ) = sgn(σ̄)(−1)i−j = sgn(σ̄)(−1)i+j
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D’ici on va créer σ′ ∈ Sn−1.

σ(k)′ =


σ(k) si k < j et σ̄(k) < j

σ(k)− 1 si k < j et σ̄(k) > j

σ(k + 1) si k ≥ j et σ̄(k) < j

σ(k + 1)− 1 si k ≥ j et σ̄(k) > j

D’où sgn(σ′) = sgn(σ̄) car on a pas changé l’ordre.
Finalement, on a

=
n∑
j=1

aij
∑

σ∈Sn−1

sgn(σ′)(−1)i+ja1σ′(1) . . . anσ′(n)

Example 6.16 j = 1 (i = 5)
σ = 38641257
σ̄ = 13864257
σ′ = 2753146

�
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7. Semaine 7 - 17 octobre 2017

Practice Examen
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8. Semaine 8 - 24 octobre 2017

Examen
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9. Semaine 9 - 31 octobre 2017

9.1. Partie 1.

9.1.1. Rappel.

(i) Permutation

(ii) Longueur

(iii) signe

(iv) Déterminant

(v) diagonal (2x2 et 3x3)

(vi) Prop 4.2

(vii) Prop 4.3

(viii) Mineur

(ix) Cofacteur

(x) Développement de Laplace

Example 9.1

∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 1
0 2 3 0
3 0 1 2
3 0 0 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ =0 ∗ (−1)1+2

∣∣∣∣∣∣
0 3 0
3 1 2
3 0 5

∣∣∣∣∣∣+ 2 ∗ (−1)2+2

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
3 1 2
3 0 5

∣∣∣∣∣∣
0 ∗ (−1)3+2

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 3 0
3 0 5

∣∣∣∣∣∣+ 0 ∗ (−1)4+2

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
0 3 0
3 1 2

∣∣∣∣∣∣
=2(1 ∗ 1 ∗ 5 + 0 ∗ 2 ∗ 3 + 1 ∗ 3 ∗ 0− 1 ∗ 2 ∗ 0− 0 ∗ 3 ∗ 5− 1 ∗ 1 ∗ 3)
=2(5− 3)
=4
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Example 9.2 Deux choses au même temps !∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −2 5 −1
−3 −2 3 −6 2
0 −1 1 −3 −1
1 0 −1 3 3
2 3 −3 6 −3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
L2←L2+3L1
L4←L4+−1L1
L5←L5+−2L1=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 2 −2 5 −1
0 4 −3 9 −1
0 −1 1 −3 −1
0 −2 1 −2 4
0 −1 1 −4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 ∗ (−1)1+1

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −3 9 −1
−1 1 −3 −1
−2 1 −2 4
−1 1 −4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
4 −3 9 −1
1 −1 3 1
−2 1 −2 4
−1 1 −4 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣
L1←L1+−4L2
L3←L3+2L2
L4←L4+1L2= −

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 −3 −5
1 −1 3 1
0 −1 4 6
0 0 −1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1 ∗ 1 ∗ (−1)2+1

∣∣∣∣∣∣
1 −3 −5
−1 4 6
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣
1 −3 −5
−1 4 6
0 −1 0

∣∣∣∣∣∣
= −1 ∗ (−1)3+2

∣∣∣∣ 1 −5
−1 6

∣∣∣∣
= (−1)(−1)(6− 5) = 1

9.1.2. Déterminant et inverse (§4.4).

Proposition 9.3 (Prop 4.5) Soit A et B, deux matrices carrée de même ordre.
Alors det(AB) = det(A) det(B)
Démonstration. On va illustrer une preuve avec les matrices carrées d’ordre 2. Soit

A =
[
a11 a12
a21 a22

]
B =

[
b11 b12
b21 b22

]
et M =


a11 a12 0 0
a21 a22 0 0
−1 0 b11 b12
0 −1 b21 b22



det(M) = b11(−1)6

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 0
a21 a22 0
0 −1 b22

∣∣∣∣∣∣+ b21(−1)7

a11 a12 0
a21 a22 0
−1 0 b12


= b11b22 detA− b21b12 detA
= detB detA

Nous pouvons aussi utiliser les operations élémentaires de ligne :
(i) L1 ← L1 + a11L3
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(ii) L2 ← L2 + a21L3

(iii) L1 ← L1 + a12L4

(iv) L2 ← L2 + a22L4

det(M) =

∣∣∣∣∣∣∣∣
0 0 (a11b11 + a12b21) (a11b12 + a12b22)
0 0 (a21b11 + a22b21) (a21b12 + a22b22)
−1 0 b11 b12
0 −1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣∣∣
= −1(−1)4

∣∣∣∣∣∣
0 (a11b11 + a12b21) (a11b12 + a12b22)
0 (a21b11 + a22b21) (a21b12 + a22b22)
−1 b21 b22

∣∣∣∣∣∣
= −1(−1)(−1)4

∣∣∣∣(a11b11 + a12b21) (a11b12 + a12b22)
(a21b11 + a22b21) (a21b12 + a22b22)

∣∣∣∣
= det(AB)

�

Corollary 9.4 (Cor 4.1) Soit une matrice carrée inversible A. Alors det(A) 6= 0
et det(A−1) = 1

detA .
Démonstration. Car A est inversible, alors il existe A−1 t.q. AA−1 = In. D’où 1 =
det(In) = det(AA−1) = det(A) det(A−1). Donc detA 6= 0 et 1

det(A) = det(A−1),
comme nous voulions montrer. �

Example 9.5 det




1 0 −2 8
−1 1 2 −7

0 −4 1 −7
1 3 1 2


 = 0 Donc A n’est pas inversible

On veut montrer la réciproque.
La matrice matrice adjointe de A, notée adj(A) est définie :

adj(A) =


α11(A) α12(A) · · · α1n(A)
α21(A) α22(A) · · · α2n(A)

...
...

. . .
...

αn1(A) αn2(A) · · · αnn(A)


T

Example 9.6 Soit

A =

 0 1 3
1 0 3
3 0 1



adj(A) =



∣∣∣∣0 3
0 1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣1 3
3 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣1 0
3 0

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣1 3
0 1

∣∣∣∣ ∣∣∣∣0 3
3 1

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣0 1
3 0

∣∣∣∣∣∣∣∣1 3
0 3

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣0 3
1 3

∣∣∣∣ ∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣



T

=

 0 8 0
−1 −9 3

3 3 −1

T
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On observe que

A adj(A) =

 0 1 3
1 0 3
3 0 1

 0 −1 3
8 −9 3
0 3 −1

 =

 8 0 0
0 8 0
0 0 8

 .
Aussi

adj(A)A =

 0 −1 3
8 −9 3
0 3 −1

 0 1 3
1 0 3
3 0 1

 =

 8 0 0
0 8 0
0 0 8

 .
De plus ! ∣∣∣∣∣∣

0 1 3
1 0 3
3 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 8

Proposition 9.7 (Prop 4.6) Soit A une matrice carrée d’ordre n. Alors
A adj(A) = adj(A)A = det(A)In

Démonstration. On va faire une preuve par example où n = 3. Soit

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


Alors

adj(A) =



∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣



T

Faisons A adj(A). Première ligne et colonne.∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = a11

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣− a12

∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣+ a13

∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣
Première ligne, deuxième colonne :∣∣∣∣∣∣

a11 a12 a13
a11 a12 a13
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣ = −a11

∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣+ a12

∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣− a13

∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣
Donc, on aura

A adj(A) =



∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a11 a12 a13
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a11 a12 a13

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a21 a22 a23
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a21 a22 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a31 a32 a33
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a31 a32 a33
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣


Mais, ça s’est exactement det(A)I3. �
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Corollary 9.8 (Cor 4.2) Soit une matrice carrée A d’ordre n. Si le déterminant,
det(A) 6= 0, alors A est inversible avec inverse

A−1 = 1
det(A) adj(A)

Démonstration. A adj(A) = adj(A)A = det(A)In nous donne :

A

(
1

det(A) adj(A)
)

=
(

1
detA adj(A)

)
A = In

Donc, si det(A) 6= 0 on a que A est inversible avec inverse

A−1 = 1
det(A) adj(A)

�

Example 9.9 Donc pour A =

 0 1 3
1 0 3
3 0 1

 on a

A−1 = 1
det(A) adj(A) = 1

8

 0 −1 3
8 −9 3
0 3 −1


9.2. Partie 2.

Corollary 9.10 (Cor 4.3 - Règle de Cramer) Soit une matrice carrée A d’ordre n
dont le déterminant det(A) 6= 0 et une matrice B de format n×1. Alors le système
de n équations linéaires à n inconnues :

AX = B où X =


x1
x2
...
xn


a une et une seule solution

X0 =


s1
s2
...
sn

 où sj = det(Aj)
det(A)

où Aj est la matrice obtenue de A en remplaçant la jième colonne de A par B.
Démonstration. On a vu que, parce que det(A) 6= 0, A est inversible et A−1 =

1
det(A) adj(A). Comme A est inversible AX = B a une et une seule solution (Prop
2.2.ii) :

X0 = A−1B = 1
det(A) adj(A)B = 1

det(A)


α11(A) α12(A) · · · α1n(A)
α21(A) α22(A) · · · α2n(A)

...
...

. . .
...

αn1(A) αn2(A) · · · αnn(A)


T [
b1 b2

... bn

]

Donc, on aura

sj = α1j(A)b1 + α2j(A)b2 + · · ·+ αnj(A)bn
det(A) = det(Aj)

det(A)
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en utilisant le développement de Laplace selon la jième colonne pour le calcule du
déterminant de Aj . �

Example 9.11 Soit le sys d’éq lin suiv : 2 1 0
−1 0 1

3 0 1

x1
x2
x3

 =

 1
2
3


on a ∣∣∣∣∣∣

2 1 0
−1 0 1

3 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 4

Donc AX = B a une et une solution.

X0 =

s1
s2
s3


t.q.

s1 = det(A1)
det(A) =

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
2 0 1
3 0 1

∣∣∣∣∣∣
4 = 1

4

s2 = det(A2)
det(A) =

∣∣∣∣∣∣
2 1 0
−1 2 1

3 3 1

∣∣∣∣∣∣
4 = 2

4

s3 = det(A3)
det(A) =

∣∣∣∣∣∣
2 1 1
−1 0 2

3 0 3

∣∣∣∣∣∣
4 = 9

4

Avec interpolation !
Rappelons : Étant donné une fonction f(x) pour laquelle nous connaissons n+ 1

valeurs : f(x0) . . . f(xn) aux (n + 1) points distincts : x0, . . . , xn. Nous cherchons
à déterminer un polynôme P (x) = a0 + a1x + · · · + anx

n de degré n pour lequel
P (x0) = f(x0), . . . , P (xn) = f(xn). Avec ce polynôme P (x) nous pouvons interpoler
la fonction f(x) au point x = α par P (α).

a0 + a1x0 + · · · anxn0 = f(x0)
a0 + a1x1 + · · · anxn1 = f(x1)

...
a0 + a1xn + · · · anxnn = f(xn)

On a déjà les x, et les seuls variables qu’on sait pas sont les ai.
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
1 x0 x2

0 · · · xn0
1 x1 x2

1 · · · xn1
...

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xnn



a0
a1
a2
...
an

 =


f(x0)
f(x1)
f(x2)

...
f(xn)


On a utilise l’algo Gauss Jordan pour trouver les variables. Cette fois, utilisant

la règle de Cramer.

Proposition 9.12 (Prop 4.7) Soit (n + 1) points distincts : x0, x1, x2, . . . , xn.
Alors∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x2

0 · · · xn0
1 x1 x2

1 · · · xn1
...

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x1−x0) . . . (xn−x0)(x2−x1) . . . (xn−x1) . . . (xn−xn−1)

Où sous la forme abrégée : ∏
0≤i<j≤n

(xj − xi)

De plus ce déterminant est 6= 0.
Démonstration. En effectuant Cj ← Cj − x0Cj−1 de j = n + 1 jusqu’à j = 2 on
aura :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 · · · xn0

1 x1 x2
1 · · · xn1

...
...

...
...

...
1 xn x2

n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 · · · 0
1 x1 − x0 x1(x1 − x0) · · · xn−1

1 (x1 − x0)
...

...
...

...
...

1 xn − x0 xn(xn − x0) · · · xn−1
n (xn − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Maintenant faisons Li ← (xi − x0)−1Li pour chaque i > 1. Avec le développement
de Laplace, ça nous donnera :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 · · · xn0

1 x1 x2
1 · · · xn1

...
...

...
...

...
1 xn x2

n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = (x1 − x0) . . . (xn − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 0 · · · 0
1 1 x1 · · · xn−1

1
...

...
...

...
...

1 1 xn · · · xn−1
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (x1 − x0) . . . (xn − x0)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x1 x2

1 · · · xn−1
1

1 x2 x2
2 · · · xn−1

2
...

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xn−1

n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Mais, par récurrence on sait que c’est égal à le formule. Donc on est finit. �

Donc, notre solution sera :

(sj) = aj =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x2

0 · · · xj−1
0 f(x0) xj+1

0 · · · xn0
1 x1 x2

1 · · · xj−1
1 f(x1) xj+1

1 · · · xn1
...

...
...

...
...

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xj−1

n f(xn) xj+1
n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∏
0≤i<j≤n(xj − xi)
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Example 9.13 Prennons l’example qu’on a déjà fait. Soit une fonction f(x) t.q.
ses valeurs aux points 0, 1, et 2 sont :

f(0) = 1, f(1) = −2, f(2) = 3

Nous chercons P (x) tq P a degré 2 et t.q. P (0) = f(0), P (1) = f(1), et P (2) = f(2).
On cherche a0, a1, et a2 t.q. le système d’équalities sont vrai :

a0 + a1x0 + a2x
2
0 = f(x0)

a0 + a1x1 + a2x
2
1 = f(x1)

a0 + a1x2 + a2x
2
2 = f(x2)

Le déterminant de la matrice est :∣∣∣∣∣∣
1 0 0
1 1 1
1 2 4

∣∣∣∣∣∣ = (1− 0)(2− 0)(2− 1) = 2

D’ici on a

a0 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 0
−2 1 1
3 2 4

∣∣∣∣∣∣
2 = 1a1 =

∣∣∣∣∣∣
1 1 0
1 −2 1
1 3 4

∣∣∣∣∣∣
2 = −7a0 =

∣∣∣∣∣∣
1 0 1
1 1 −2
1 2 3

∣∣∣∣∣∣
2 = 4

D’où on a l’unique polynôme d’interpolation

P (x) = 4x2 − 7x+ 1

Exactement le même ! ! !

MAIS ! ! ! On peut simplifier de plus ! On cherchera un moyen d’écrire : P (x) =∑n
i=1 f(xi)Pi(x).
Faisons avec n = 2. En utilisant le développement de Laplace.

iP (x) =

∣∣∣∣∣∣
f(x0) x0 x2

0
f(x1) x1 x2

1
f(x2) x2 x2

2

∣∣∣∣∣∣∏
0≤i<j≤n(xj − xi)

+ x

∣∣∣∣∣∣
1 f(x0) x2

0
1 f(x1) x2

1
1 f(x2) x2

2

∣∣∣∣∣∣∏
0≤i<j≤n(xj − xi)

+ x2

∣∣∣∣∣∣
1 x0 f(x0)
1 x1 f(x1)
1 x2 f(x2)

∣∣∣∣∣∣∏
0≤i<j≤n(xj − xi)

P (x) = f(x0)∏
0≤i<j≤n(xj − xi)

[∣∣∣∣x1 x2
1

x2 x2
2

∣∣∣∣− x ∣∣∣∣1 x2
1

1 x2
2

∣∣∣∣+ x2
∣∣∣∣1 x1
1 x2

∣∣∣∣]
+ f(x1)∏

0≤i<j≤n(xj − xi)

[
−
∣∣∣∣x0 x2

0
x2 x2

2

∣∣∣∣+ x

∣∣∣∣1 x2
0

1 x2
2

∣∣∣∣− x2
∣∣∣∣1 x0
1 x2

∣∣∣∣]
+ f(x2)∏

0≤i<j≤n(xj − xi)

[∣∣∣∣x0 x2
0

x1 x2
1

∣∣∣∣− x ∣∣∣∣1 x2
0

1 x2
1

∣∣∣∣+ x2
∣∣∣∣1 x0
1 x1

∣∣∣∣]
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Ou encore :

P (x) = f(x0)∏
0≤i<j≤n(xj − xi)

∣∣∣∣∣∣
1 x x2

1 x1 x2
1

1 x2 x2
2

∣∣∣∣∣∣
+ f(x1)∏

0≤i<j≤n(xj − xi)

∣∣∣∣∣∣
1 x0 x2

0
1 x x2

1 x2 x2
2

∣∣∣∣∣∣
+ f(x2)∏

0≤i<j≤n(xj − xi)

∣∣∣∣∣∣
1 x0 x2

0
1 x1 x2

1
1 x x2

∣∣∣∣∣∣
Proposition 9.14 (Prop 4.8) Étant donné une fonction f(x) pour laquelle nous
connaissons n+ 1 valeurs : f(x0), f(x1), . . . , f(xn) aux (n+ 1) points distincts :
x0, x1, x2, . . . , xn, alors il existe un et un seul polynôme P (x) = a0 +a1x+a2x

2 +
· · ·+anx

n de degré n pour lequel P (xi) = f(xi) pour tout i. Ce polynôme est égal à

P (x) =
n∑
i=0

f(xi)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 x0 x2
0 · · · xn0

1 x1 x2
1 · · · xn1

...
...

...
...

...
1 xi−1 x2

i−1 · · · xni−1
1 x x2 · · · xn

1 xi+1 x2
i+1 · · · xni+1

...
...

...
...

...
1 xn x2

n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 x0 x2

0 · · · xn0
1 x1 x2

1 · · · xn1
...

...
...

...
...

1 xn x2
n · · · xnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Formule d’interpolation de Lagrange :

P (x) =
n∑
i=0

f(xi)
(x− x0)(x− x1) · · · (x− xi−1)(x− xi+1) · · · (x− xn)

(xi − x0)(xi − x1) · · · (xi − xi−1)(xi − xi+1) · · · (xi − xn)
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10. Semaine 10 - 7 novembre 2017

10.1. Partie 1.

10.1.1. Rappel.
(i) Prop 4.5
(ii) Cor 4.1
(iii) Matrice Adjointe
(iv) Prop 4.6
(v) Cor 4.2
(vi) Cor 4.3

10.1.2. Géométrie vectorielle (§5).

10.1.3. Géométrie Vectorielle dans le plan et l’espace (§5.1). On étudiera les vec-
teurs dans le plan E2 et l’espace euclidien usuel E3. Fixons une origine O.

Pour chaque point P de E on peut lui associer le segment de droite orienté
reliant ) à P . On note ce dernier par −−→OP . On appelle sa un vecteur géométrique.
Ainsi un vecteur géométrique a une longueur , noté

∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣, et une direction : la
droite contenant le segment de droite. L’ensemble de vecteurs géométriques de E
est noté par Vect(E).

0.2 0.4 0.6 0.8 1

0.5

1

1.5

2

règle du parallélogramme : étant donné deux vecteurs géométriques −−→OP et −−→OQ.
Le parallélogramme et celui ayant comme côtés ce deux vecteurs

0.5 1 1.5 2 2.5 3

0.5

1

1.5

2

2.5

3

La somme de −−→OPet−−→OQ notée −−→OP +−−→OQ est la diagonale de parallélogramme.
Multiplication par un scalaire α est notée α−−→OP et c’est definie comme :
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— si α ≥ 0, alors α−−→OP est l’unique vecteur dans la même direction que −−→OP
et de longueur α×

∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣.
— si α ≤ 0, alors α−−→OP est l’unique vecteur dans la direction opposée à celle

de −−→OP et de longueur |α| ×
∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣.
O P 2−−→OP−1−−→OP

Proposition 10.1 (Prop 5.1) Soit −−→OP , −−→OQ, et −−→OR des vecteurs géométriques et
α, β des scalaires. Alors

(i) −−→OP +−−→OQ = −−→OQ+−−→OP
(ii) (−−→OP +−−→OQ) +−−→OR = −−→OP + (−−→OQ+−−→OR)
(iii) −−→OP +−−→OO = −−→OP
(iv) −−→OP + (−1)−−→OP = −−→OO
(v) 1−−→OP = −−→OP
(vi) α(−−→OP +−−→OQ) = α

−−→
OP + α

−−→
OQ

(vii) (α+ β)−−→OP = α
−−→
OP + β

−−→
OP

(viii) (αβ)−−→OP = α(β−−→OP )
(ix) 0−−→OP = −−→OO

Une combinaison linéaire de n vecteurs est un vecteur géometrique de la forme

α1
−−→
OP1 + α2

−−→
OP2 + · · ·+ αn

−−→
OPn

1 2 3 4 5 6 7

0.5

1

1.5

2

2.5

3

Proposition 10.2 (Prop 5.2) (i) Soit deux points P1, P2 du plan E2 t.q. O,
P1 et P2 sont distincts et non colinéaires (pas sur une même droite). Alors
tout vecteur géométrique −−→OP est une combinaison linéaire des vecteurs−−→
OP1 et −−→OP2, c-à-d, il existe c1 et c2 uniques t.q.

−−→
OP = c1

−−→
OP1 + c2

−−→
OP2

(ii) Soit trois points P1, P2, P3 de l’espace E3 t.q. O, P1, P2 et P3 sont distincts
et non coplanaires (pas sur un même plan). Alors tout vecteur géométrique
−−→
OP est une combinaison linéaires des vecteurs −−→OP1,

−−→
OP2 et −−→OP3. C-à-d

qu’il existe des scalaires c1, c2 et c3 uniques t.q.
−−→
OP = c1

−−→
OP1 + c2

−−→
OP2 + c3

−−→
OP3.
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Démonstration. Preuve par dessin
(i) On peut considérer la droite ∆OP1 contenant O et P1 et la droite ∆OP2

contenant O et P2. Comme O, P1 et P2 sont non colinéaires, ces deux
droites sont distinctes. On peut tracer la droite ∆1 parallèle à ∆OP1 passant
par P , ainsi que la droitte ∆2 parallèle à ∆OP2 passant par P . On aura
ainsi un parallélogramme ayant O, P1, P2, et P pour sommets. Par la règle
du parallélogramme, on obtient qu’il existe des scalaires c1 et c2 uniques
t.q.

−−→
OP = c1

−−→
OP1 + c2

−−→
OP2

(ii) On peut considérer le plan ΠOP1P2 contenant O, P1 et P2, le plan ΠOP1P3

et le plan ΠOP2P3 . Comme tous les points sont non coplanaires, ce trois
plans sont distincts. On peut tracer le plan Π12 parallèle à ΠOP1P2 passant
par P , le plan Π13 et le plan Π23. On aura ainsi en considérant les six plans,
un parallélipipède ayant entre autres O, P1, P2, P3 et P pour sommets.
Par la règle du parallélogramme, on obtient qu’il existe des scalairs c1, c2
et c3 uniques t.q.

−−→
OP = c1

−−→
OP1 + c2

−−→
OP2 + c3

−−→
OP3.

�

Ça se permet de construire des matrices pour les vecteurs ! ! !
Soit l’ens de deux points {P1, P2} = B du plan E2 t.q. O, P1 et P2 sont distincts

et non colinéaires. [−−→
OP
]
B

=
[
c1
c2

]
où −−→OP = c1

−−→
OP1 + c2

−−→
OP2.

On peut faire le même chose pour E3.
La matrice

[−−→
OP
]
B
est appelée la matrice des coordonnées de −−→OP relativement à

B. B est une base de l’espace E.
Il faut que B est un ensemble ordonné, sinon on aura plusieurs façons de écrire

la matrice.

Proposition 10.3 (Prop 5.3) Soit B une base de l’espace E = En où n = 2 ou 3
et Rnc est l’ensemble des matrices de format n×1 dont les entrées sont des nombres
réels. Alors la fonction

V ect(E)→ Rnc définie par −−→OP 7→
[−−→
OP
]
B

est bijective. De plus on a[−−→
OP +−−→OQ

]
B

=
[−−→
OP
]
B

+
[−−→
OQ
]
B

et
[
α
−−→
OP
]
B

= α
[−−→
OP
]
B

pour tout −−→OP,−−→OQ ∈ V ect(E) et α ∈ R.

10.2. Partie 2. Si on choisit notre base B t.q. chaque vecteur est de longueur 1 et
perpendiculaires deux-à-deux entre eux, on dit que B est une base orthonormée.
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Proposition 10.4 (Prop 5.4) (i) Soit B =
{−−→
OP1,

−−→
OP2

}
une base orthonor-

mée de E2 et un vecteur géométrique −−→OP . Si la matrice des coordonnées
de −−→OP relativement à la base est[−−→

OP
]
B

=
[
c1
c2

]
alors la longueur

∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣ de −−→OP est égale à
√
c21 + c22.

(ii)
∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣ =

√
c21 + c22 + c23.

Le produit scalaire des vecteurs −−→OP et −−→OQ, noté −−→OP ·−−→OQ, est défini comme étant
−−→
OP ·

−−→
OQ = c1d1 + c2d2(+c3d3)

avec la base orthonormée B =
{−−→
OP1,

−−→
OP2(,−−→OP3)

}
et où

[−−→
OP
]
B

=

 c1
c2

(c3)

 [−−→
OQ
]
B

=

 d1
d2

(d3)


Donc, on a ∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣ =

√
−−→
OP ·

−−→
OP

On définit l’angle θ fait par −−→OP et −−→OQ comme étant l’angle fait par la demi-droite
∆P d’origine O et passant par P avec la demi-droite ∆Q. Donc 0 ≤ θ ≤ π.

Proposition 10.5 (Prop 5.5) Soit deux vecteurs géométriques −−→OP et −−→OQ de
E = E2 ou E3 et dont l’angle entre eux est θ, alors

−−→
OP ·

−−→
OQ =

∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣−−→OQ∣∣∣∣∣∣ cos(θ)

Démonstration. On fait E3. Il faut utiliser la loi des cosinus pour les trianglesi
(c2 = a2 + b2−2ab cos(θ)). Notons −−→OR l’unique vecteur t.q. −−→OP +−−→OR = −−→OQ. Donc∣∣∣∣∣∣−−→OR∣∣∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣2 +
∣∣∣∣∣∣−−→OQ∣∣∣∣∣∣2 − 2 ||OP || ||OQ|| cos(θ)

Si B =
{−−→
OP1,

−−→
OP2,

−−→
OP3

}
une base orthonormée de E3 et les matrices des coordon-

nées de −−→OP et −−→OQ relativement à la base B sont[−−→
OP
]
B

=

c1c2
c3

 et
[−−→
OQ
]
B

=

d1
d2
d3


alors [−−→

OR
]
B

=
[−−→
OQ
]
B
−
[−−→
OP
]
B

=

d1 − c1
d2 − c2
d3 − c3


Remplaçons ces trois vecteurs dans notre formule :

(d1−c1)2+(d2−c2)2+(d3−c3)2 = (c21+c22+c33)+(d2
1+d2

2+d2
3)−2

√
c21 + c22 + c23

√
d2

1 + d2
2 + d2

3 cos(θ)
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Après magie :

c1d1 + c2d2 + c3d3 =
√
c21 + c22 + c33

√
d2

1 + d2
2 + d2

3 cos(θ)

C-à-d : −−→
OP ·

−−→
OQ =

∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣−−→OQ∣∣∣∣∣∣ cos(θ)
�

Deux vecteurs géométriques −−→OP et −−→OQ sont orthogonaux/perpendiculaires entreu
eux ssi −−→OP · −−→OQ = 0.

Example 10.6 [−−→
OP
]
B

=
[
2 3 4

] [−−→
OQ
]
B

=
[
−1 −6 5

]
−−→
OP ·

−−→
OQ = 0 donc perpendiculaires entre eux.

Le produit vectoriel des vecteurs −−→OP et −−→OQ, noté −−→OP ×−−→OQ , est défine

(c2d3 − c3d2)−−→OP1 − (c1d3 − c3d1)−−→OP2 + (c1d2 − c2d1)−−→OP3.

C-à-d : [−−→
OP ×

−−→
OQ
]
B

=

 (c2d3 − c3d2)
−(c1d3 − c3d1)
(c1d2 − c2d1)


Une façon plus facile :

−−→
OP ×

−−→
OQ =

∣∣∣∣∣∣
−−→
OP1

−−→
OP2

−−→
OP3

c1 c2 c3
d1 d2 d3

∣∣∣∣∣∣
Avec Laplace

=
∣∣∣∣c2 c3
d2 d3

∣∣∣∣−−→OP1 −
∣∣∣∣c1 c3
d1 d3

∣∣∣∣−−→OP2 +
∣∣∣∣c1 c2
d1 d2

∣∣∣∣−−→OP3

Example 10.7

−−→
OP ×

−−→
OQ =

∣∣∣∣∣∣
−−→
OP1

−−→
OP2

−−→
OP3

2 3 4
−1 −6 5

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣ 3 4
−6 5

∣∣∣∣−−→OP1 −
∣∣∣∣ 2 4
−1 5

∣∣∣∣−−→OP2 +
∣∣∣∣ 2 3
−1 −6

∣∣∣∣−−→OP3

= 39−−→OP1 − 14−−→OP2 − 9−−→OP3

Remarque

(−−→OP ×−−→OQ) · −−→OP = (39)(2)− (14)(3)− (9)(4) = 78− 42− 36 = 0
et

(−−→OP ×−−→OQ) · −−→OQ = (39)(−1)− (14)(−6)− (9)(5) = −39 + 84− 45 = 0

Une base orthonormée est dite orientée selon la règle de la main droite si nous
écrasons le vecteur −−→OP1 sur le vecteur −−→OP2 avec notre main droite, alors le pouce
de cette main droite est dirigé dans le sens de −−→OP3.
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Proposition 10.8 (Prop 5.6) Soit deux vecteurs géométriques −−→OP et −−→OQ non nuls
de E3 t.q. les trois points O, P , Q sont distincts, non colinéaires et dont l’angle
entre eux est θ. Alors −−→OP ×−−→OQ est l’unique vecteur orthogonal aux deux vecteurs
−−→
OP et −−→OQ de longueur

∣∣∣∣∣∣−−→OP ×−−→OQ∣∣∣∣∣∣ égale à l’aire du parallélogramme de côtés −−→OP

et −−→OQ, soit
∣∣∣∣∣∣−−→OP ∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣−−→OQ∣∣∣∣∣∣ sin(θ) et dont le sens est obtenu par la règle de la main

droite.
Démonstration. Dans le livre �
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11. Semaine 11 - 14 novembre 2017

11.1. Partie 1.

11.1.1. Rappel.
(i) Vecteur géometrique
(ii) Longueur
(iii) Direction
(iv) Règle du parallélograme

(v) −−→OP +−−→OQ
(vi) Prop 5.2
(vii) Base

(viii) Matrice des coordonnées de −−→OP rel. à B
(ix) base orthonormée
(x) Prop 5.4
(xi) Produit scalaire
(xii) prop 5.5
(xiii) Perpendiculaire
(xiv) Produit vectoriel
C’est difficile pour eux de comprends les choses pour ce jour. Donc allez lentement

et essayer de donner des indices

11.1.2. Droites et plans dans E3 (§5.2). Commencons avec une base orthonormée
B. Pour chaque point P dans E3 on peut associer le vecteur géometrique −−→OP .

Il est bien connu qu’étant donné deux points distinct P et Q dans E3 il existe
une droite unique passant par ces points.

Example 11.1 Donne une exemple dans E3 ou tu dessine une droite entre deux
points.

<++> Pour le construire :
(i) Créer un vecteur direction de la droite ∆PQ.[−→

D
]
B

= −−→OQ−−−→OP =

x2 − x1
y2 − y1
z2 − z1


(ii) Créer les équations paramétriques de la droite ∆PQ :

x = x1 + (x2 − x1)t y = y1 + (y2 − y1)t z = z1 + (z2 − z1)t
où t est un scalaire quelconque.

Alors pour chaque point R = (x0, y0, z0) il existe un scalaire unique t0
t.q. x0 = x1 + (x2 − x1)t0, etc.

Notons que ce deuxième exige pas nécessairement deux points. On peut créer
une droite en utilisant

[−→
D
]
B
et une seule pointe pour le debut.

Example 11.2 Example sur sage
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Rappelons qu’étant donné trois points distincts non colinéaires, il existe un plan
unique ΠPQR passant par ces points. Soit P,Q,R. On aura besoin de deux vecteurs
directeurs −→D1 = −−→OQ−−−→OP et −→D2 = −−→OR−−−→OP .[−→

D1

]
B

=

x2 − x1
y2 − y1
z2 − z1

 et
[−→
D2

]
B

=

x3 − x1
y3 − y1
z3 − z1


Les équations paramétriques du plan ΠPQR sont

x = x1 + (x2 − x1)u+ (x3 − x1)v
y = y1 + (y2 − y1)u+ (y3 − y1)v
z = z1 + (z2 − z1)u+ (z3 − z1)v

Remark 2 On peut voir que P,Q,R sont colinéaires ssi −→D2 = c
−→
D1 pour un scalaire

c.

Example 11.3 Exemple dans sage

Comme on a enlevé le t pour la droite, on peut faire le même chose pour le plain
en enlevant le u et le v. Fixons[−→

D1

]
B

=

x2 − x1 = α1
y2 − y1 = β1
z2 − z1 = γ1

 et
[−→
D2

]
B

=

x2 − x1 = α2
y2 − y1 = β2
z2 − z1 = γ2


On sait déjà que au moins un entre α1, β1, γ1 6= 0 et le même pour α2, β2, γ2 6= 0.
Donc −→D1 ×

−→
D2 6= 0.

δ1 = β1γ2 − γ1β2 6= 0, ou δ2 = γ1α2 − α1γ2 6= 0, ou δ3 = α1β2 − β1α2 6= 0

On aura [−→
D1 ×

−→
D2

]
B

=

δ1δ2
δ3


D’ici, on peut voir qu’on aura le sys. d’éq lin :

x = x1 + α1u+ α2v

y = y1 + β1u+ β2v

z = z1 + γ1u+ γ2v

Donc, notre matrice augmenté seraα1 α2 (x− x1)
β1 β2 (y − y1)
γ1 γ2 (z − z1)

 mré−−→

1 0 ?
0 1 ?
0 0 (δ1(x− x1) + δ2(y − y1) + δ3(z − z1))/δ3


Donc, on aura une seule solution si et seulement si

δ1(x− x1) + δ2(y − y1) + δ3(z − z1) = 0

(on cherche si (x, y, z) est dans le plan).

Proposition 11.4 (Prop 5.7) Soit trois points distinct non colinéaires P =
(x1, y1, z1), Q = (x2, y2, z2) et R = (x3, y3, z3) de l’expace E3 et ΠPQR l’unique
plan passant par P , Q et R. Soit aussi les vecteurs directeurs −→D1 = −−→OQ − −−→OP et
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−→
D2 = −−→OR−−−→OP . du plan ΠPQR dont les matrices de coordonnées relativement à la
base B sont[−→

D1

]
B

=

x2 − x1
y2 − y1
z2 − z1

 =

α1
β1
γ1

 et
[−→
D2

]
B

=

x3 − x1
y3 − y1
z3 − z1

 =

α2
β2
γ2


Notons la matrice des coordonnées relativement à la base B du produit vectoriel−→
D1 ×

−→
D2 par [−→

D1 ×
−→
D2

]
B

=

δ1δ2
δ3


Alors un point (x, y, z) de E3 appartient au plan ΠPQR ssi

δ1(x− x1) + δ2(y − y1) + δ3(z − z1) = 0

De plus le vecteur −→D1 ×
−→
D2 est perpendiculaire au plan ΠPQR.

Démonstration. Dans le livre (il faut vérifier le mré).
Pour vérifier que −→D1 ×

−→
D2 est perpendiculaire au plan ΠPQR Il faut montrer

que le produit scalaire avec un vecteur sur le plan ΠPQR nous donne 0. Soit S =
(x, y, z) ∈ E3 et considérons le vecteur (−→OS−−−→OP ). Ce vecteur est parallèle au plan
ΠPQR si S ∈ ΠPQR. La matrice des coordonnées de ce vecteur relativement à la
base B est [−→

OS −
−−→
OP
]
B

=

x− x1
y − y1
z − z1


Le produit scalaire est égal à :

(−→D1×
−→
D2) · (−→OS−−−→OP ) =

δ1δ2
δ3

 ·
x− x1
y − y1
z − z1

 = δ1(x−x1) + δ2(y−y1)+ δ3(z−z1) = 0

Donc S ∈ ΠPQR ssi le produit scalaire est égal à zéro. Ainsi, (−→D1 ×
−→
D2) est per-

pendiculaire au vecteur (−→OS −−−→OP ) est parce que (−→OS −−−→OP ) est paralléle au plan
ΠPQR on a que (−→D1 ×

−→
D2) est perpendiculaire au plan. �

11.2. Partie 2.

Example 11.5 Dans sage on a utilisé les points P = (2, 3, 0), Q = (1,−2, 1),
R = (4, 1,−1). On a aussi vu que les vecteurs directeurs sont[−→

D1

]
B

=

 1− 2
−2− 3
1− 0

 =

−1
−5
1

 [−→
D2

]
B

=

 4− 2
1− 3
−1− 0

 =

 2
−2
−1


Donc la matrice de coordonnées du vecteur −→D1 ×

−→
D2 relativement à la base B est[−→

D1 ×
−→
D2

]
B

=

((−5 · −1)− (1 · −2))
−((−1 · −1)− (2 · 1))
((−1 · −2)− (1 · −5))

 =

 7
1
12


Donc l’équation du plan ΠPQR est

7(x− 2) + (y − 3) + 12(z)
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Essayons avec S = (13, 22,−8)
7(13− 2) + (22− 3) + 12(−8) = 7(11) + 19− 12(8) = 77 + 19− 96 = 0

Le vecteur −→D1 ×
−→
D2 n’est pas le seule vecteur qui est perpendiculaire au plan

ΠPQR En effet si
[−→
N
]
B

=

η1
η2
η3

 est perpendiculaire au plan Π, donc

η1(x− x1) + η2(y − y1) + η3(z − z1) = 0

11.2.1. Droites dans le plan E2 (§5.3). On a travailler dans E3, mais maintenant
on travail dans E2. C’est un peu comme E3.

Commençons avec deux points P = (x1, y1) et Q = (x2, y2) de E2 et ∆PQ

l’unique droite passant par P et Q. Le vecteur direction de ∆PQ est −→D = −−→OQ−−−→OP

avec matrice
[
x2 − x1
y2 − y1

]
=
[
α
β

]
Donc les équations paramétriques de la droite ∆PQ sont

x = x1 + αt

y = y1 + βt

Si on suppose que α 6= 0 on aura

t = x− x1

α
⇒ y − y1 = β

(
x− x1

α

)
⇒ β(x− x1)− α(y − y1) = 0

Donc, dans une façon similaire on a

Proposition 11.6 (Prop 5.8) Soit deux points distincts P = (x1, y1), Q = (x2, y2)
du plan E2 et ∆PQ l’unique droite passant par P et Q. Soit le vecteur direction
−→
D = −−→OQ−−−→OP de la droite ∆PQ dont la matrice de coordonnées relativement à la
base B est [−→

D
]
B

=
[
x2 − x1
y2 − y1

]
=
[
α
β

]
Alors un point (x, y) ∈ E2 appartient à la droite ∆PQ ssi

β(x− x1)− α(y − y1) = 0

De plus le vecteur −→N dont la matrice de coordonnées relativement à la base B est[−→
N
]
B

=
[
β
−α

]
est perpendiculaire à la droite ∆PQ.

Example 11.7 Soit P = (1, 3) et Q = (−1, 2) de E2. Alors les équations paramé-
triques de ∆PQ sont

x = 1 + (−1− 1)t = 1− 2t
y = 3 + (2− 3)t = 3− t

Le vecteur direction −→D sera[−→
D
]
B

=
[
−1− 1
2− 3

]
=
[
−2
−1

]
=
[
α
β

]
Alors, ∆PQ a l’équation −1(x− 1) + 2(y − 3) = 0. Équivalent à y = 5

2 + 1
2x.
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12. Semaine 12 - 21 novembre 2017

12.1. Partie 1.

12.1.1. Rappel.

P = (x1, y1, z1) Q = (x2, y2, z2) R = (x3, y3, z3) t, u, v ∈ R
Espace E3 E3 E2

Quoi ∆PQ ΠPQR ∆PQ

Directions −→
D = −−→OQ−−−→OP −→

D1 = −−→OQ−−−→OP −→
D = −−→OQ−−−→OP

−→
D2 = −−→OR−−−→OP

Équations parametrique x = x1 + (x2 − x1)t x = x1 + (x2 − x1)u+ (x3 − x1)v x = x1 + (x2 − x1)t
y = y1 + (y2 − y1)t y = y1 + (y2 − y1)u+ (y3 − y1)v y = y1 + (y2 − y1)t
z = z1 + (z2 − z1)t z = z1 + (z2 − z1)u+ (z3 − z1)v

Équation x−x1
α = y−y1

β = z−z1
γ δ1(x− x1) + δ2(y − y1) + δ3(z − z1) = 0 δ1(x− x1) + δ2(y − y1) = 0

(i) Prop 5.7
(ii) Prop 5.8
(iii) Prop 5.9

12.1.2. Distance entre un point et un plan (§5.4). Tout à bord, fixons une origine
O et une base orthonormée B =

{−−→
OP1,

−−→
OP2,

−−→
OP3

}
de E3, orientée selon la règle de

la main droite. Soit un point P = (x1, y1, z1) ∈ E3.
On veut calculer la plus courte distance entre P et un plan Π. Disons que un

point (x, y, z) ∈ E3 appartient au plan Π ssi η1(x−x0)+η2(y−y0)+η3(z−z0) = 0.

Donc le vecteur directeur est
[−→
N
]
B

=

η1
η2
η3

 et (x0, y0, z0) = Q est un point dans

Π.

Donc, prennons −→M = −−→OP −−−→OQ d’où
[−→
M
]
B

=

x1 − x0
y1 − y0
z1 − z0

.
Définissons le point R par −−→OR = −−→OQ+−→N .
Considérons le plan Π′ de E3 contenant P,Q,R.

Q

P
R

−→
N

−→
M

Π

Donc la distance qu’on recherche est égale à
∣∣∣∣∣∣−→M ∣∣∣∣∣∣ |cos(θ)| où θ est l’angle entre

les vecteur −→M et −→N .
Rappelons que −→M · −→N =

∣∣∣∣∣∣−→M ∣∣∣∣∣∣ ∣∣∣∣∣∣−→N ∣∣∣∣∣∣ cos(θ) nous donne :∣∣∣−→M · −→N ∣∣∣∣∣∣∣∣∣−→N ∣∣∣∣∣∣ = |η1(x1 − x0) + η2(y1 − y0) + η3(z1 − z0)|√
η2

1 + η2
2 + η2

3
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Proposition 12.1 (Prop 5.9) (i) Fixons une origine O et une base ortho-
normée B de E3 orientée selon la règle de la main droite. Soit le vecteur−→
N non nul dont la matrice de coordonnées relativement à la base B est[−→

N
]
B

=

η1
η2
η3

 ,
un point Q = (x0, y0, z0) de E3 et le plan Π de E3 contenant Q et pour
lequel −→N est perpendiculaire à Π, c-à-d

η1(x− x0) + η2(y − y0) + η3(z − z0) = 0.

Étant donné le point P = (x1, y1, z1) ∈ E3, alors la distance entre le point
P et le plan Π est égale à

|η1(x1 − x0) + η2(y1 − y0) + η3(z1 − z0)|√
η2

1 + η2
2 + η2

3

(ii) Fixons une origine O et une base orthonormée B de E2. Soit le vecteur −→N
non nul dont la matrice de coordonnées relativement à la base B est[−→

N
]
B

=
[
η1
η2

]
,

un point Q = (x0, y0) ∈ E2 et la droite ∆ de E2 contenant Q et pour lequel
−→
N est perpendiculaire à ∆, C-à-d :

η1(x− x0) + η2(y − y0) = 0.

Étant donné le point P = (x1, y1) ∈ E2, alors la distance entre le point P
et le plan Π est égale à

|η1(x1 − x0) + η2(y1 − y0)|√
η2

1 + η2
2

Démonstration. On a déjà fait (i). Le deuxième a un approche similaire. �

Example 12.2 Soit le plan Π de E3 d’équation 2x+ 3y − 7z + 6 = 0 et le point
P = (0, 0, 0) de E3. Alors la distance entre Π et P est :

|2(0) + 3(0)− 7(0) + 6|√
22 + 32 + (−7)2

= 6√
4 + 9 + 49

= 6√
63
.

Example 12.3 Soit la droite ∆ de E2 d’équation y = 2x
7 −

6
7 et le point P = (2, 3)

de E2. Alors il faut changer notre équation :

y = 2x
7 −

6
7 ⇒ 7y = 2x− 6⇒ 2x− 7y − 6 = 0

Alors la distance entre ∆ et P est :
|2(2)− 7(3)− 6|√

22 + (−7)2
= |4− 21− 6|√

53
= 23√

53

12.1.3. Espaces euclidiens (§6).
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12.1.4. Vecteurs lignes et vecteurs colonnes (§6.1). À ajouter : Definition de Espace
vectoriel

Rn` l’ensemble des vecteur-lignes :
[
x1 x2 · · · xn

]
.

Rnc l’ensembles des vecteur-colonnes :


x1
x2
...
xn

.
Faire attention : Dans le livre, il n’est pas toujours parfait avec les vecteurs. Il

change l’espace beaucoup
Notons par −→0 le vecteur nul : c-à-d : −→0 = 01×n pour Rn` et −→0 = 0n×1 pour Rnc .

Proposition 12.4 (Prop 6.1) Soit V = Rn` ou Rnc , des vecteurs −→u , −→v , −→w de V
et des scalaires α, β dans R. Alors

(i) −→u +−→v = −→v +−→u
(ii) (−→u +−→v ) +−→w = −→u + (−→v +−→w )
(iii) −→u +−→0 = −→u .
(iv) −→u + (−1)−→u = −→0
(v) 1−→u = −→u .
(vi) α(−→u +−→v ) = α−→u + α−→v
(vii) (α+ β)−→u = α−→u + β−→u
(viii) (αβ)−→u = α(β−→u )
(ix) 0−→u = −→0

Le précedent fonctionne aussi en prennant les transposées de tous les vecteurs.

une combinaison linéaire des k vecteurs −→v1, −→v2, . . ., −→vk pour un vecteur −→u est
un vecteur de la forme

−→u = α1
−→v1 + α2

−→v2 + · · ·+ αk
−→vk.

Example 12.5 Soit les trois vecteurs de R4
`

−→v1 =
[

1 −2 −3 0
]
, −→v2 =

[
5 −9 −17 0

]
, −→v3 =

[
4 4 7 3

]
.

Est-ce que le vecter −→u =
[

8 −25 −49 −3
]
une combinaison linéaire des

vecteurs −→v1,
−→v2 ,
−→v3 ?

Donc, il faut trouver des scalairs t.q
−→u = α1

−→v1 + α2
−→v2 + α3

−→v3

C-à-d 
1 5 4
−2 −9 4
−3 −17 7

0 0 3


α1
α2
α3

 =


8

−25
−49
−3


Donc, on aura 

1 5 4 8
−2 −9 4 −25
−3 −17 7 −49

0 0 3 −3

 mré−−→


1 0 0 −3
0 1 0 3
0 0 1 −1
0 0 0 0


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Ainsi
α1 = −3, α2 = 3, α3 = −1et−→u = −3−→v1 + 3−→v2 − 1−→v3

Example 12.6 Soit les quatres vectuers de R3
`

−→v1 =
[

1 −1 −1
]
, −→v2 =

[
−1 2 −1

]
, −→v3 =

[
1 −1 0

]
, −→v4 =

[
−3 3 3

]
Est-ce que le vecteur −→u =

[
5 −7 0

]
une combinaison linéaire ?

Donc, il faut trouver des scalairs t.q.
−→u = α1

−→v1 + α2
−→v2 + α3

−→v3 + α4
−→v4

C-à-d  1 −1 1 −3
−1 2 −1 3
−1 −1 0 3



α1
α2
α3
α4

 =

 5
−7

0


Donc, on aura 1 −1 1 −3 5

−1 2 −1 3 −7
−1 −1 0 3 0

 mre−−−→

 1 0 0 −3 2
0 1 0 0 −2
0 0 1 0 1


Ainsi,

α1 = 2 + 3α4, α2 = −2, α3 = 1, α4 = α4

Donc
−→u = (2 + 3α4)−→v1 − 2−→v2 +−→v3 + α4

−→v4

n vecteurs sont linéairement indépendants ssi

α1
−→v1 + α2

−→v2 + · · ·+ αn
−→vn = −→0 ⇒ α1 = α2 = · · · = αn

Sinon, linéairement dépendants

Example 12.7
−→v1 =

[
1 2 5 −7

]
, −→v2 =

[
−4 6 −14 14

]
, −→v3 =

[
3 −15 6 0

]
Est-qu’il existe les α t.q. αi 6= 0 pour qulques α ?

−→v1 + 1
2
−→v2 + 1

3
−→v3 = 0

Une autre façon :
1 −4 3 0
2 6 −15 0
5 −14 6 0
−7 14 0 0

 mre−−−→


1 0 −3 0
0 1 − 3

2 0
0 0 0 0
0 0 0 0


Example 12.8

−→v1 =
[

1 2 3 4
]
, −→v2 =

[
2 3 4 6

]
, −→v3 =

[
3 4 5 6

]


1 2 3 0
2 3 4 0
3 4 5 0
4 6 6 0

 mre−−−→


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0


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12.2. Partie 2.

Proposition 12.9 (Prop 6.2) Soit V = Rn` ou Rnc . Étant donné k vecteurs
−→v1, · · · ,−→vk linéairement dépendants de V . Alors un de ces vecteurs peut s’exprimer
comme une combinaison linéaire des (k − 1) autre vecteurs.
Démonstration. Comme les k vecteurs sont linéairement dépendants, ∃ k scalaires
α1, . . . , αk non tous nuls t.q. α1

−→v1 + · · ·+ αk
−→vk = −→0 . En renommant les vecteurs

si nécessaire, nous pouvons supposer que αk 6= 0. Donc nous obtenons :

αk
−→vk = −(α1

−→v1 + · · ·αk−1
−−→vk−1)⇒ −→vk = − 1

αk
(α1
−→v1 + · · ·αk−1

−−→vk−1)

Ainsi le vecteur −→vk est une combinaison linéaire des les autre (k− 1) vecteurs. �

Proposition 12.10 (Prop 6.3) Soit V = Rn` ou Rnc . Étant donné k > n vecteurs,
alors ces k vecteurs sont linéairement dépendants.
Démonstration. Faisons V = Rn` . Notons les k vecteurs par

−→v1 =
[
a11 a21 · · · an1

]
−→v2 =

[
a12 a22 · · · an2

]
...
−→vk =

[
a1k a2k · · · ank

]
Donc on veut évaluer

a11 a12 · · · a1j · · · a1k
a21 a22 · · · a2j · · · a2k
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · aik
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anj · · · ank




α1
α2
...
αk

 =


0
0
...
0


Comme k > n, il y a une infinité de solutions et il existe donc des scalaires non
nules α1, α2, . . . , αk t.q.

α1
−→v1 + · · ·+ αk

−→vk = −→0
De ceci on peut conclure que les k vecteurs sont linéairement dépendants. �

12.2.1. Sous-espaces linéaires et bases (§6.2). Un sous-espace linéaire de V = Rn`
ou Rnc est un sous-ensemble U de V t.q.

(i) −→0 ∈ U .
(ii) Si −→u1, −→u2 ∈ U alors −→u1 +−→u2 ∈ U .
(iii) Si −→u1 ∈ U et α ∈ R alors α−→u1 ∈ U .

Example 12.11 V = R2
`

U = {[x y] ∈ V | y = 2x}
Oui !

U = {[x y] ∈ V | y = x!}
Non
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Proposition 12.12 (Prop 6.4) Soit A une matrice de format m×n et l’ensemble
U des solutions du système homogǹe d’équations linéaires suivant

A


x1
x2
...
xn

 = 0m×1

En d’autres mots

U =

X =


x1
x2
...
xn

 ∈ Rnc | AX = 0m×1


Alors U est un sous-espace linéaire de V = Rnc .
Démonstration. En effet, si X = 0n×1 alors AX = A0n×1 = 0m×1. Donc (i).

De plus, X1, X2 ∈ U se donne AX1 = 0m×1 et AX2 = 0m×1. Donc
A(X1 +X2) = AX1 +AX2 = 0m×1 + 0m×1 = 0m×1.

Donc (ii).
Finalement α ∈ R se donne

A(αX1) = α(AX1) = α0m×1 = 0m×1

Donc (iii). �

Corollary 12.13 (Cor 6.4.1) Soit A une matrice de format m × n et l’ensemble
U des solutions du système homogǹe d’équations linéaires suivant

A


x1
x2
...
xn

 = 0m×1

En d’autres mots
U =

{
X =

[
x1 x2 · · · xn

]
∈ Rn` | AXT = 0m×1

}
Alors U est un sous-espace linéaire de V = Rn` .
Démonstration. Changez les X par XT . �

Soit A une matrice de format m×n. Le sous-espace linéaire U de V = Rnc donné
par

ker(A) = U =

X =


x1
x2
...
xn

 ∈ Rnc | AX = 0m×1


est appelé le noyau de A dans Rnc et sera noté ker(A).

Le sous-espace linéaire U de V = Rn` donné par

ker(A) = U =
{
X =

[
x1 x2 · · · xn

]
∈ Rn` | AXT = 0m×1

}
est appelé le noyau de A dans Rn` et sera noté ker(A).
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Example 12.14

A =

 1 2 3 0
2 3 4 0
3 4 5 0

→ A′ =

 1 0 −1 0
0 1 2 0
0 0 0 0


Donc

ker(A) =
{
α
[

1 −2 1 0
]
| α ∈ R

}
Si A′ = I alors ker(A) = {0}.

Une autre sous-espace

Proposition 12.15 (Prop 6.5) Soit V = Rn` ou Rnc , les k vecteurs −→v1 , · · · ,−→vk de
V et l’ensemble U de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs −→v1 , · · · ,−→vk.

U = {α1
−→v1 + · · ·+ αk

−→vk | αi ∈ R}
Alors U est un sous-espace linéaire de V .
Démonstration. Pour (i) on prend αi = 0 qui se donne 0−→v1 + · · ·+ 0−→vk = −→0 ∈ U .

Pour (ii)
(α1
−→v1 + · · ·+ αk

−→vk) + (α′1−→v1 + · · ·+ α′k
−→vk) = (α1 + α′1)−→v1 + · · ·+ (αk + α′k)−→vk ∈ U

Pour (iii)
α(α1

−→v1 + · · ·+ αk
−→vk) = αα1

−→v1 + · · ·+ ααk
−→vk ∈ U

�

Example 12.16 Soit V = R4
` et

−→v1 =
[

1 −1 −1 0
]
, −→v2 =

[
1 0 −1 1

]
, −→v3 =

[
4 0 −3 2

]
Soit U le sous-espace de V avec toutes les combinaisons linéaires de ces trois vec-
teurs. On veut construire un ensemble explicite pour U .

Étant donné un vectuer −→v =
[
a b c d

]
de V . On a que −→v = α1

−→v1 +α2
−→v2 +

α3
−→v3 C-à-d : 

1 1 4
−1 0 0
−1 −1 −3

0 1 2


α1
α2
α3

 =


a
b
c
d


On aura

1 1 4 a
−1 0 0 b
−1 −1 −3 c

0 1 2 d

 fais−le−−−−−→


1 0 0 −b
0 1 0 −3a+ b− 4c
0 0 1 a+ c
0 0 0 a− b+ 2c+ d


Donc, le système a au moins une solutions ssi

0 = a− b+ 2c+ d

Donc
U =

{[
a b c d

]
∈ R4

` | a− b+ 2c+ d = 0
}
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13. Semaine 13 - 28 novembre 2017

13.1. Partie 1.

13.1.1. Rappel.
(i) Espace vectoriel
(ii) vecteur-lignes Rn`
(iii) vecteur-colonnes Rnc
(iv) Comb. Lin.
(v) Lin. Ind/Dép
(vi) Prop 6.2
(vii) Prop 6.3
(viii) Sous-espace
(ix) Prop 6.4
(x) Cor 6.4.1
(xi) ker(A)
(xii) Prop 6.5
A = m×n. L’espace-ligne de A est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires

des lignes L1, . . . , Lm de A et se note ce sous-ensemble par L(A). L’espace-colonne
de A est l’ensemble de toutes les combinaisons linéaires des lignes C1, . . . , Cn de A
et se note ce sous-ensemble par C(A).

Corollary 13.1 (Cor 6.1) Soit A et A′ de format m × n t.q. la matrice A′ est
obtenue de A après une série d’opérations élémentaires de ligne. Alors les espaces-
lignes L(A) de A et L(A′) de A′ sont des sous-espaces linéaires de Rn` et L(A) =
L(A′).
Démonstration. Sous-espace - prop précédent.

Il faut montrer que L(A) = L(A′). Il suffit de vérifier ceci pour chacune des
opérations élémentaires de ligne Op.

Li ← jLi Lα ↔ Li Li ← Li + αLj

Ça nous donnes L(A′) ⊆ L(A)
Rappelons que l’inverse d’une matrice élémentaire est aussi élémentaire, on a la

contraire. �

Corollary 13.2 (Cor 6.2) Soit deux matrices A et A′ de format m × n t.q. A′
est obtenue de A après une série d’opérations élémentaires de colonne. Alors les
espaces-colonnes C(A) de A et C(A′) de A′ sont des sous-espaces linéaires de Rmc
et C(A) = C(A′).

Example 13.3 Rappelons l’exemple précédent. Soit V = Rn` et
−→v1 =

[
1 −1 −1 0

]
, −→v2 =

[
1 0 −1 1

]
, −→v3 =

[
4 0 −3 2

]
On a eu :

U =
{[

a b c d
]
∈ R4

` | a− b+ 2c+ d = 0
}
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En effet U = L(A) où

A =

 1 −1 −1 0
1 0 −1 1
4 0 −3 2


Une autre façon. Parce que L(A) = L(A′) on peut trouver A′ tout à bord où A′

est le mré de A.
On a que

A′ =

 1 0 0 −1
0 1 0 1
0 0 1 −2


Prennons un vectoeur −→v =

[
a b c d

]
aléatoirement dans L(A′). Donc on

aura
−→v = α1

[
1 0 0 −1

]
+ α2

[
0 1 0 1

]
+ α3

[
0 0 1 −2

]
Ainsi, a = α1, b = α2, c = α3 et

d = (−1)α1 + (1)α2 + (−2)α3 = (−1)a+ (1)b+ (−2)c

La même formule ! ! ! (x1 → a)
AUSSI ! ! ! Regarde la derniére colonee ;)

Une base de un sous-espace linéaire U de V = Rn` ou Rnc est un sous-ensemble
B = {−→v1 , · · · ,−→vk} ssi tout vecteur de U est une combinaison linéaire des k vecteurs
de B ET les vecteurs de B sont linéairement indépendants.

La base standard de V est la base donné par :

B = {−→ei | i ∈ [n]} , où −→ei =
[
0 0 · · · 0 1 0 · · · 0

]
.

— Combinaison linéaire :
— Linéairement indépendants :

Example 13.4

B =
{−→v1 =

[
1 1 0

]
, −→v2 =

[
1 0 1

]
, −→v3 =

[
0 0 1

]}
En effet −→v = [x y z] est donné par

z−→v3 + x(−→v2 −−→v3) + y(−→v1 −−→v2 +−→v3)

y−→v1 + (x− y)−→v2 + (z − x+ y)−→v3

On peut voir que

α−→v1 + β−→v2 + γ−→v3 = −→0 ⇒ α = β = γ = 0

Autre façon de le trouver : Avec la matrice augmentée

A = m× n. Soit AX = 0m×1. A nous donne ker(A) ⊆ V . r = rg(A), donc il y a
n − r lignes nulles de la mré associée à A. Notons par X1, . . . , Xn−r les colonnes
assocciées aux variables libres où on mets un 1 pour le ie variable libre et 0 pour
toutes les autres.

Les XT
i sont une base de ker(A) dans Rn` et Xi sont une base de ker(A) dans

Rnc .
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— Combinaison Linéaires : Si AS = 0m×1 donc S =


α1
α2
...
αn

 et S = αj1X1 +

· · ·+ αjn−rXn−r

— Linéairement indépendant : regarder les indices.

Example 13.5

A =


1 0 4 −2 0
0 1 3 3 3
0 1 3 4 4
1 0 4 1 3

→ A′ =


1 0 4 0 2
0 1 3 0 0
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0


Considérons

ker(A) =
{
X ∈ Rn` | AXT = 04×1

}
Alors

B =
[

4 3 −1 0 0
2 0 0 1 −1

]
Proposition 13.6 (Prop 6.6) Soit V = Rn` ou Rnc et un sous-espace linéaire U
non nul de V .

(i) U a une base B = {−→u1, · · · ,−→um}.
(ii) Si B = {−→u1, · · · ,−→um} et B′ = {−→v1, · · · ,−→vk} sont deux bases de U , alors

m = k.
Démonstration. (i) Prenons un vecteur non nul −→u1. Si U est égal à toutes les

combinaisons linéaires de l’ens B1 = {−→u1}, alors B = B1 est une base de
U . Sinon il existe des vecteurs de U qui ne sont pas combinaison linéaire
de vecteurs de l’ens B2. Prenons ainsi un vecteur non nul −→u2 qui n’est pas
une combinaison linéaire de vecteurs de l’ens B1. à cause de la prop 6.2,
les vecteurs de l’ens B2 = {−→u1,

−→u2} sont linéairement indép. Si B2 est une
base de U fini. Sinon, on trouve un vecteur −→u3, etc. On poursuive ainsi. À
cause de la prop 6.3 cette algo finira et on obtient ainsi une base de U .

(ii) Supposons que m 6= k. On peut supposer que m < k. Comme B est une
base de U , alors on peut écrire chacun des vecteurs de la base B′ comme
combinaison linéaire des vecteurs B. Ainsi

−→v1 = a11
−→u1 + · · ·+ am1

−→um(etc.)

Note la matrice des coefficients par

A =



a11 a12 · · · a1j · · · a1k
a21 a22 · · · a2j · · · a2k
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · aik
...

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amj · · · amk


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Si on considere le sys. homogène de m équations linéaires à k inconnues
suivant :

A


x1
x2
...
xk

 = 0m×1

Comme le nombre m d’équations est strictement inf. au nombre k d’incon-
nues, alors le sys a une infinité de solutions et il existe une solution non
nulle. Donc il existe des scalaires α1, · · · , αk non tous nuls t.q.

a11 a12 · · · a1j · · · a1k
a21 a22 · · · a2j · · · a2k
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · aik
...

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amj · · · amk




α1
α2
...
αk

 = 0m×1

Si on addition tout, on aura

α1
−→v1 + · · ·+ αk

−→vk = α1(a11
−→u1 + · · ·+ am1

−→um) + · · ·+ · · ·+ αk(a1k
−→u1 + · · ·+ amk

−→um)
= (a11α1 + · · ·+ a1kαk)−→u1 + · · ·+ (am1α1 + · · ·+ amkαn)−→um
= 0−→u1 + · · ·+ 0−→um = −→0 .

Alors les vecteurs −→v1, · · · ,−→vk sont linéairement dép. C’est une contradiction
du fait que B′ est une base. Donc m = k.

�

à cause de ce prop on peut définir la dimension d’une espace inéaire. La dimension
d’une espace est n, noté dim(U) = n si |B| = n. Si U =

{−→0 } alors dim(U) = 0.

Example 13.7 Si A est une matrice de format m×n avec rg(A) = r alors ker(A)
a comme dimension n− r. Les Xi.

Proposition 13.8 (Prop 6.7) Soit V = Rn` ou Rnc , un sous-espace linéaire U non
nul de V et une base B = {−→u1, · · · ,−→um} de U . Alors tout vecteur −→u de U peut écrire
d’une et une seul façon comme combinaison linéaire des vecteurs de B.
Démonstration. Il faut montrer que pour une vecteur

−→u = α1
−→u1 + · · ·+ αm

−→um
a scalaires qui sont uniques. Supposons contrairement que

α1
−→u1 + · · ·+ αm

−→um = β1
−→u1 + · · ·+ βm

−→um
alors on obtient

(α1 − β1)−→u1 + · · ·+ (αm − βm)−→um = −→0
Comme les vecteurs de B sont linéairement ind, alors

αi − βi = 0 ∀i

Donc αi = βi. �
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Donc la matrice des coordonnées de −→u par rapport à B pour une vecteur
−→u = α1

−→u1 + · · ·+ αm
−→um

est la matrice

[−→u ]B =


α1
α2
...
αn


Example 13.9

B =


1

0
0

 ,
1

1
0

 ,
0

1
1

 B′ =


2

0
0

 ,
0

1
0

 ,
0

0
1

 −→u =

2
2
1


On trouve

[−→u ]B =

1
1
1

 [−→u ]B′ =

1
2
1


13.2. Partie 2.

Proposition 13.10 (Prop 6.8) Soit une matrice A de format m× n.
(i) Soit A′ la mré de A. Alors les lignes non nulles de A′ forment une base de

l’espace-ligne L(A) de A.
(ii) Le rang rg(A) de A est égale à la dimension dim(L(A)) de l’espace-ligne

de A.
(iii) Soit A′ et A′′ deux matrices réduites échelonnées de format m × n t.q.

ces matrices A′ et A′′ sont obtenues de A après une série d’opérations
élémentaires de ligne. Alors A′ = A′′.

S’il y a du temps, donne le preuve. Sinon, fais-le pas
Démonstration. (i) On a vu au Cor 6.1 que L(A) = L(A′). Donc il faut mon-

trer que les lignes non nulles de A′ forment une base de L(A′). Rappelons
que tout vecteur de L(A) est une combinaison linéaire des lignes non nulles
de A′. Alors il faut montrer qu’elles sont lin. ind. Considérons les lignes
non nulles L1, L2, . . . , Lr de A′. On veut déterminer tous les scalaires αi
t.q.

α1L1 + · · ·+ αrLr =
[
0 0 0 · · · 0

]
Si on considere les coordonnées de la somme sur les colonnes pivots et le
fait que A′ est mré, alours on obtient αi = 0.

(ii) Ceci est une conséquence de (i)
(iii) Commes lignes non nulles de A′ et A′′ forment une base de L(A) et que

ces deux bases ont le même nombre d’élements, (dim(L(A)) = rg(A)),
alorcs ces deux matrices ont le même nombre de lignes non nulles. Notons
L′1, · · · , L′r pour les lignes non nulles de A′, et L′′1 , · · · , L′′r celles de A′′.
Notons par i1 < · · · < ir et j1 < · · · < jr les colonnes pivots de A′ et A′′
respectivement. Premièrement on montrera ik = jk pour tout k.

(par induction) On peut écrire L′1 comme une combinaison linéaire des
lignes de A′′. On a ainsi L′1 = a1L

′′
1 + · · · + arL

′′
r . Si i1 < j1 alors la

composante dans la colonne i1 de L′i serait 0 parce que les composantses
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de la colonne i1 des lignes L′′1 , · · · , L′′r sont nulles, mais parce que i1 est
une colonne pivot de A′ et L′1 est la première ligne de A′, cette composane
doit être égale à 1. Donc i1 ≥ j1. En intervertissant les rôles de L′1 et L′′1
on obtient j1 ≥ i1. Donc j1 = i1.

Supposons que on a déjà démontré que i1 = j1, · · · , ik−1 = jk−1 et
on veut montrer que ik = jk. On peut écrire L′k comme une combinaison
linéaire des lignes de A′′. On a ainsi L′k = b1L

′′
1 +· · ·+brL′′r . Si on considere

toutes les composantes des colonnes 1 à (ik−1) de L′k, celles-ci sont nulles
et de ceci, on obtient que b1 = b2 = · · · = bk−1 = 0. Donct L′k = bkL

′′
k +

· · · + brL
′
r. Supposons que ik < jk, alors la composante dans la colonne

ik de L′k serait 0 parce que les composantes de la colonne ik des lignes
L′′k , . . . , L′′r sont nulles, mais parce que ik est une colonne pivot de A′ et
L′k est la kième ligne de A′, cette composante doit être égale à 1. Donct
ik ≥ jk. En intervertissant les rôles de L′k et L′′k , on obtient que jk ≥ ik.
Donc ik = jk. Donc ik = jk pour tout k.

Finalement, il faut montrer que L′k = L′′k pour tout k. On peut écrire
une ligne L′k de A′ comme une combinaison linéaire des lignes de A′′. On
a ainsi L′k = b1L

′′
1 + · · ·+ brL

′′
r . Si on considere toutes les colonnes pivots

de A′ sauf la kième, les composantes de L′k sont 0 pour ces colonnes, alors
que pour la composante de la ligne L′′m de A′′ pour m 6= k, celle-ci est 1 et
conséquemment bm = 0. De cette observation, on obtient que L′k = bkL

′′
k .

Les composantes de L′k et L′′k sur la kième colonne-pivot sont toues les deux
égales à 1 et conséquemment bk = 1 et L′k = L′′k . Donc A′ = A′′.

�

Proposition 13.11 (Prop 6.9) Soit une matrice A de format m× n.
(i) Soit A′ une matrice de format m × n t.q. la matrice A′ est obtenue de

A après une série d’opérations élémentaires de colonne et sa transposée
(A′)T est réduite échelonnée. Alors les colonnes non nulles de A′ forment
une base de l’espace-colonne C(A) de A.

(ii) Le nombre de colonnes non nulles de A′ est égale à la dimension dim(C(A))
de l’espeace-colonne de A.

(iii) Soit A′ et A′′ deux matrices de format m × n t.q. ces matrices A′ et A′′
sont obtenues de A après une série d’opérations élémentaires de colonne et
leurs transposées (A′)T et (A′′)T sont réduites échelonnées. Alors A′ = A′′.

13.2.1. Produit scalaire et méthode des moindres carrées (§6.3). Soit V = Rn` ou
Rnc . Le produit scalaire des deux vecteurs −→u et −→v de V est

−→u · −→v = a1b1 + · · ·+ anbn

où
−→u = [a1 · · · an] −→v = [b1 · · · bn]

(C’est la même chose qu’on a fait pour E2 et E3.)
Example 13.12

−→u =
[

2 −2 3 3
] −→v =

[
1 6 2 −1

] −→u · −→v = −7

La norme ou la longueur de −→v est

||−→v || =
√
a2

1 + · · ·+ a2
n
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On peut généralisée la prop 5.5

Proposition 13.13 (Prop 6.10) Soit V = Rn` ou Rnc et deux vecteurs −→u ,−→v ∈ V .
Alors

(i) ||−→v || =
√−→v · −→v .

(ii) −→u ·−→v = ||−→u || ||−→v || cos(θ), où θ est l’angle fait par les demi-droites d’origine
0 et de direction −→u et −→v respectivement.

Example 13.14

||−→u || =
√

26 ||−→v || =
√

42 −→u · −→v = −7

Donc

cos(θ) =
−→u · −→v
||−→u || ||−→v ||

= − 1
156
√

42
√

26

Ainsi

θ = arccos(− 1
156
√

42
√

26) = arccos
(
− 1

156
√

42
√

26
)

= 1.78424302918121

Proposition 13.15 (Prop 6.11) Soit V = Rn` ou Rnc et deux vcteurs non nulles
−→u , −→v ∈ V . Alors −→u et −→v sont orthogonaux entre eux ssi −→u · −→v = 0.
Démonstration. Si θ = π

2 donc cos(θ) = 0 et −→u · −→v = 0.
Si −→u · −→v = 0 alors cos(θ) = 0 car ||−→u || 6= 0 et ||−→v || 6= 0 parce que ils sont pas

nulles. Donc θ = π
2 . �

On a généralisé le produit scalaire, or on peut pas généralisé le produit vecteur
(ish) Dans le livre il dit que pour n 6= 3 le produit vectoriel existe pas, mais c’est
faut. Le produit vectoriel existe aussie pour n = 7 ! Mais, là c’est tout =)

Par contre, il y a des autre ops qui sont proche selon qu’est-ce qu’on veut trouver
(wedge product/produit extérieure).

Moindres Carrées Pour l’instant on décrire la notion de droite des moindres
carrés et la méthode de moindres carrés. Commençons avec droite.

Soit n points du plan E2 ; (xi, yi) ; t.q. xi 6= xj pour quelque i, j. On cherche à
déterminer parmi toutes les droites d’équations y = ax + b, celle qui minimise le
carré de la distance suivant :

d(a, b) =
n∑
i=1

(yi − (axi + b))2
.

Il s’agit de la droite qui est la plus près de l’ensemble des n points.

Example 13.16 Dessin un graphe avec des points, et donne une droite qui ap-
proxime les points. (nuage des points + ligne)

Proposition 13.17 (Prop 6.12) Soit n points : (x1, y1), · · · , (xn, yn) du plan E2

t.q. les scalaires x1, . . . , xn ne sont pas tous égaux. Alors il existe parmi toutes les
droites d’équation y = ax+b : une unique droite d’équation y = âx+ b̂ qui minimise
le carré de la distance

d(a, b) =
n∑
i=1

(yi − (axi + b))2
.
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et pour celle-ci nous avons

â =
n (
∑n
i=1 xiyi)− (

∑n
i=1 xi) (

∑n
i=1 yi)

n (
∑n
i=1 x

2
i )− (

∑n
i=1 xi)

2

et

b̂ =
(∑n

i=1 x
2
i

)
(
∑n
i=1 yi)− (

∑n
i=1 xi) (

∑n
i=1 xiyi)

n (
∑n
i=1 x

2
i )− (

∑n
i=1 xi)

2

S’il a du temps
Démonstration. Considérons les vecteurs-colonnes suivants de Rnc :

y1
y2
...
yn

 et


x1 1
x2 1
...

...
xn 1


[
a
b

]
= a


x1
x2
...
xn

+ b


1
1
...
1


La fonction d(a, b) est le carré de la longueur du

y1
y2
...
yn

−

x1 1
x2 1
...

...
xn 1


[
a
b

]

C-à-d :∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣


y1
y2
...
yn

−

x1 1
x2 1
...

...
xn 1


[
a
b

]∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
2

=

∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
(y1 − ax1 − b)

...
(yn − axn − b)


∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣
2

=
n∑
i=1

(yi − axi − b)2

Lorsque a et b varient, les vecteurs-colonne
x1 1
x2 1
...

...
xn 1


[
a
b

]
= a


x1
x2
...
xn

+ b


1
1
...
1


forment un plan Π dans l’space V = Rnc . Ceci est vrai parce que les xi ne sont pas
tous égaux. Ainsi, les vecteurs-colonnes suivants sont linéairement indépendants :

x1
x2
...
xn

 et


1
1
...
1



Le vecteur-colonne

y1
...
yn

 n’apppartient généralement pas au plan Π. Géométri-

quement il est facile de voir que les scalaires â et b̂ qui font en sorte que la fonction
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d(a, b) est minimale sont ceux pour lesquels le vecteur
y1
y2
...
yn

−

x1 1
x2 1
...

...
xn 1


[
â

b̂

]

est perpendiculaire aux deux vecteurs-colonnes

x1
...
xn

 et

1
...
1

 On obtient donc les

deux équations linéaires :
y1

...
yn

−
x1 1

...
...

xn 1

[â
b̂

] ·
1
...
1

 = 0

et 
y1

...
yn

−
x1 1

...
...

xn 1

[â
b̂

] ·
x1

...
xn

 = 0

C-à-d (
n∑
i=1

yi

)
− â

(
n∑
i=1

xi

)
− b̂n = 0

et (
n∑
i=1

xiyi

)
− â

(
n∑
i=1

x2
i

)
− b̂

(
n∑
i=1

xi

)
= 0

On peut écrire ceci sous forme matricielle :[
(
∑n
i=1 xi) n(∑n
i=1 x

2
i

)
(
∑n
i=1 xi)

] [
â

b̂

]
=
[

(
∑n
i=1 yi)

(
∑n
i=1 xiyi)

]
Comme on l’a observé si-dessus, une conséquence du fait que les scalaires x1, · · · , xn
ne sont pas tous égaux est que les vecteurs-colonnesx1

...
xn

 et

1
...
1


sont lin. ind. et ainsi les scalaires â et b̂ sont alors uniques. Il est aussi possible de
montrer que le déterminant∣∣∣∣ (∑n

i=1 xi) n(∑n
i=1 x

2
i

)
(
∑n
i=1 xi)

∣∣∣∣ 6= 0

pour vérifier l’unicité de â et b̂. Par la règle de Cramer, on obtient que

â =

∣∣∣∣ (
∑n
i=1 yi) n

(
∑n
i=1 xiyi) (

∑n
i=1 xi)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (∑n
i=1 xi) n(∑n
i=1 x

2
i

)
(
∑n
i=1 xi)

∣∣∣∣ et b̂ =

∣∣∣∣ (∑n
i=1 xi) (

∑n
i=1 yi)(∑n

i=1 x
2
i

)
(
∑n
i=1 xiyi)

∣∣∣∣∣∣∣∣ (∑n
i=1 xi) n(∑n
i=1 x

2
i

)
(
∑n
i=1 xi)

∣∣∣∣
En développant ces déterminants, on obtient la prop. �
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Example 13.18 Soit 3 points (1, 2), (1, 4) et (3, 10). Suivons la preuve, il faut
déterminmer â et b̂ t.q.  2

4
10

− â
1

1
3

− b̂
1

1
1


est perp. aux deux vect 1

1
3

 et

1
1
1


On obtient le sys. d’éq. lin.[

(1 + 1 + 3) 3
(12 + 12 + 32) (1 + 1 + 3)

] [
â

b̂

]
=
[

5 3
11 5

] [
â

b̂

]
=
[
16
36

]
=
[

2 + 4 + 10
1 · 2 + 1 · 4 + 3 · 10

]
Donc, on obtient

â =

∣∣∣∣16 3
36 5

∣∣∣∣∣∣∣∣ 5 3
11 5

∣∣∣∣ = 16 · 5− 36 · 3
5 · 5− 3 · 11 = 80− 108

25− 33 = 28
8 = 7

2

b̂ =

∣∣∣∣ 5 16
11 36

∣∣∣∣∣∣∣∣ 5 3
11 5

∣∣∣∣ = 36 · 5− 16 · 11
5 · 5− 3 · 11 = 180− 176

25− 33 = −4
8 = −1

2

Donc la droite des moindres carrés est 2y = 7x− 1.
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14. Semaine 14 - 5 décembre 2017

14.1. Partie 1.

14.1.1. Rappel.
(i) L’espace Ligne L(A) et L’espace colonne C(A).
(ii) Cor 6.1/6.2
(iii) Base
(iv) Base standard
(v) Prop 6.6
(vi) Dimension
(vii) Prop 6.7
(viii) La matrice des coordonnées de −→u par rapport à B.
(ix) Prop 6.8
(x) Prop 6.9
(xi) −→u · −→v
(xii) norme/longueur
(xiii) Prop 6.10
(xiv) Prop 6.11
(xv) Produit vectoriel
(xvi) Prop 6.12

Proposition 14.1 (Prop 6.13) Soit n points : (x1, y1), · · · , (xn, yn) du plan E2

t.q. les scalaires x1, . . . , xn ne sont pas tous égaux. Posons

M =

x1 1
...

...
xn 1


Alors la droite des moindres carrés y = âx+ b̂ est celle pour laquelle[

â

b̂

]
= (MTM)−1MT

y1
...
yn


Démonstration. On a

MTM =
[∑

x2
i

∑
xi∑

xi n

]
et MT

y1
...
yn

 =
[∑

xiyi
yi

]

On a la sysMTM

[
â

b̂

]
= MT

y1
...
yn

. Parce que les xi ne sont pas tous égaux,MTM

est inversible. Donc [
â

b̂

]
= (MTM)−1MT

y1
...
yn


�
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Example 14.2 Prennons l’exemple précedent : (1, 2), (1, 4) et (3, 10).

M =

1 1
1 1
3 1

 et MTM =
[
11 5
5 3

]
Adjoint ! det(MTM) = (33− 25) = 8. Donc

(MTM)−1 = 1
8

[
3 −5
−5 11

]
et MT

 2
4
10

 =
[
2 + 4 + 30
2 + 4 + 10

]
=
[
36
16

]
Donc[

â

b̂

]
= (MTM)−1MT

 2
4
10

 = 1
8

[
3 −5
−5 11

] [
36
16

]
= 1

8

[
3 ∗ 36 +−5 ∗ 16
−5 ∗ 36 + 11 ∗ 16

]

=
[

3 ∗ 9/2 +−5 ∗ 2
−5 ∗ 9/2 + 11 ∗ 2

]
=
[

27/2− 20/2
−45/2 + 44/2

]
=
[

7/2
−1/2

]
Proposition 14.3 (Prop 6.14) Soit n points : (x1, y1), . . . , (xn, yn) du plan E2

t.q. il existe trois indices : i, j et k pour lesquels le dét∣∣∣∣∣∣
1 xi x2

i

1 xj x2
j

1 xk x2
k

∣∣∣∣∣∣ 6= 0

Alors il existe parmi toutes les paraboles d’équation y = ax2 + bx+ c : une unique
parabole d’équation y = âx2 + b̂x+ ĉ qui minimise le carré de la distance

d(a, b, c) =
∑(

yi − (ax2
i + bxi + c)

)2
et pour celle-ci, nous avons que

[
â b̂ ĉ

]T est l’unique soln du sys suivant d’éq.
lin : ∑x2

i

∑
xi n∑

x3
i

∑
x2
i

∑
xi∑

x4
i

∑
x3
i

∑
x2
i

ab
c

 =

 ∑ yi∑
xiyi∑
x2
i yi


De plus, si

M =

x
2
1 x1 1
...

...
...

x2
n xn 1

 ,
Alors la solution sera âb̂

ĉ

 = (MTM)−1MT

y1
...
yn


Démonstration. Dans le livre. C’est la même preuve �

Proposition 14.4 (Prop 6.15) Soit n points : (x1, y1, z1), · · · , (xn, yn, zn) de l’es-
pace E3 t.q. il existre trois indices : i, j et k pour lesquels le dét∣∣∣∣∣∣

1 xi yi
1 xj yj
1 xk yk

∣∣∣∣∣∣ 6= 0
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Alors il existe parmi tous les plans d’équation z = ax + by + c : un unique plan
d’équation z = âx+ b̂y + ĉ qui minimise le carré de la distance

d(a, b, c) =
n∑
i=1

(zi − (axi + byi + c))2

et pour celui-ci, on a que

âb̂
ĉ

 est l’unique soln du sys. suivant d’éq. lin :

 ∑xi
∑
yi n∑

x2
i

∑
xiyi

∑
xi∑

xiyi
∑
y2
i

∑
yi

ab
c

 =

 ∑ zi∑
xizi∑
yizi


De plus si M est la matrice

M =

x1 y1 1
...

...
...

xn yn 1

 ,
alors la solution sera âb̂

ĉ

 = (MTM)−1MT

z1
...
zn


Démonstration. Dans le livre �

Example 14.5 Sage

14.1.2. Changement de bases (§6.4). V = Rn` U ⊆ V et deux bases B = {−→u1, · · · ,−→um}
et B′ = {−→v1, · · · ,−→vm} de U . On aimerait relier les matrices de coordonnées [−→u ]B et
[−→u ]′B par rapport à B et à B′ pour un vecteur −→u ∈ U .

−→v1 = a11
−→u1 + · · ·+ am1

−→um
...
...

−→vm = a1m
−→u1 + · · ·+ amm

−→um
Alors la matrice

B [I]B′ =



a11 a12 · · · a1j · · · a1m
a21 a22 · · · a2j · · · a2m
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · aim
...

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amj · · · amm


est la matrice de passage de la base B′ à la base B.

Example 14.6 Prennons U = V = R3
` .

B =
{−→u1 =

[
1 1 0

]
, −→u2 =

[
1 0 1

]
, −→u3 =

[
0 0 1

]}
B′ =

{−→v1 =
[
1 0 0

]
, −→v2 =

[
0 1 0

]
, −→v3 =

[
0 0 1

]}
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(la base standard de R3
`). Il faut calculer B [I]B′ .

Si on rappel on a trouvez que
−→u =

[
x y z

]
= y−→u1 + (x− y)−→u2 + (z − x+ y)−→u3

Donc
−→v1 =

[
1 0 0

]
= 0−→u1 + (1− 0)−→u2 + (0− 1 + 0)−→u3 = 0−→u1 + 1−→u2 + (−1)−→u3

−→v2 =
[
0 1 0

]
= 1−→u1 + (0− 1)−→u2 + (0− 0 + 1)−→u3 = 1−→u1 + (−1)−→u2 + 1−→u3

−→v3 =
[
0 0 1

]
= 0−→u1 + (0− 0)−→u2 + (1− 0 + 0)−→u3 = 0−→u1 + 0−→u2 + 1−→u3

Donc la matrice de passage est

B [I]B′ =

 0 1 0
1 −1 0
−1 1 1


Remark 3 B [I]B′ 6= B′ [I]B

Pour l’example on aurait

B′ [I]B =

1 1 0
1 0 0
0 1 1


Proposition 14.7 (Prop 6.16) Soit V , U , B = {−→u1, · · · ,−→un}, B′ = {−→v1 , · · · ,−→vn}
et le vecteur −→u ∈ U , alors

[−→u ]B = B [I]B′ [
−→u ]B′

Démonstration. Notons les matrices de coordonnées du vecteur −→u relativement aux
bases B et B′ par

[−→u ]B =

α1
...
αn

 [−→u ]B′ =

α
′
1
...
α′n


et la matrice de passage par

B [I]B′ =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anj · · · ann


En d’autres mots, on a que

−→u = α1
−→u1 + · · ·+ αn

−→un = α′1
−→v1 + · · ·+ α′n

−→vn
et

−→v1 = a11
−→u1 + · · ·+ an1

−→un
...
−→vn = a1n

−→u1 + · · ·+ ann
−→un
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En substituant les expressions pour −→vi , où i = 1, 2, · · · , n, dans l’équation −→u =
α′1
−→v1 + · · ·+ α′n

−→vn et par la dstributivité, on obtient
−→u = (a11α

′
1 + · · ·+ a1nα

′
n)−→u1 + · · ·+ (an1α

′
1 + · · ·+ annα

′
n)−→un

= α1
−→u1 + · · ·+ αn

−→un
Par l’unicité de l’expression d’un vecteur comme combinaison linéaire des vecteurs
de la base B, on obtient :

α1 = a11α
′
1 + · · ·+ a1nα

′
n

...
αn = an1α

′
n + · · ·+ annα

′
n

Donc

α1
...
αn

 =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · anj · · · ann


α
′
1
...
α′n



C-à-d [−→u ]B = B [I]B′ [
−→u ]B′ . �

14.2. Partie 2.

Example 14.8

B =
{−→u1 =

[
1 1 0

]
, −→u2 =

[
1 0 1

]
, −→u3 =

[
0 0 1

]}
B′ =

{−→v1 =
[
1 0 0

]
, −→v2 =

[
0 1 0

]
, −→v3 =

[
0 0 1

]}
B [I]B′ =

 0 1 0
1 −1 0
−1 1 1


Si −→u = [x y z], alors comme on l’a vu

[−→u ]B′ =

xy
z

 et [−→u ]B =

 y
x− y

y − x+ z


Faisons B [I]B′ [

−→u ]B′
Essayons avec −→u = [2 3 4].

Proposition 14.9 (Prop 6.17) Soit V , U et trois bases B, B′ et B′′ de U : B =
{−→ui}, B′ = {−→vi} et B′′ = {−→wi}. Si B′ [I]B, B′′ [I]B′ et B′′ [I]B sont les matrices de
passage relativement aux bases B, B′ et B′′, alors on a

B′′ [I]B = B′′ [I]B′ B′ [I]B
Démonstration. Dans le livre �

Corollary 14.10 Cor 6.3 Soit V et U et deux bases B et B′ de U : B = {−→ui} et
B′ = {−→vi}. Alors

B′ [I]B B [I]B′ = B [I]B′ B′ [I]B = In
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14.2.1. Transformations linéaires (§7). U est un sous-espace linéaire de Rn` ou Rnc .
V est un sous-espace linéaire de Rm` ou Rmc .
On veut étudier les transformations qui preserve la somme et la multiplication

par un scalaire.
La fonction T : U → V est une transformation linéaire ssi

(i) T (−→u1 +−→u2) = T (−→u1) + T (−→u2) pour tout −→u1,
−→u2 ∈ U

(ii) T (α−→u ) = αT (−→u ) pour tout α ∈ R et −→u ∈ U .

Example 14.11 Prennons U = R3
c et V = R2

c .

T : R3
c → R2

cxy
z

 7→ [
(2x− y + z)

x+ z

]
=
[
2 −1 1
1 0 1

]xy
z


est une transformation linéaire.

Fait les :
T (−→u1 +−→u2) = T (−→u1) + T (−→u2) T (α−→u ) = αT (−→u )

Example 14.12

T : R2
` → R2

`[
x y

]
7→
[
(x2 − y2) (x+ y + 1)

]
N’est pas une transformation linéaire.

T ([1 2]) = [−3 4]
T ([3 1]) = [8 5]

add : T ([4 3]) = [7 8]
prod : T ([2 4]) = [−12 7]

Example 14.13 Rotation ! Rθ : R2
` → R2

`

C’est une transformation linéaire !

Example 14.14 Rotation en 3-dimensions sur un axe.

Example 14.15 ∆ une droite dans E2. Faisons une réflexion ! S∆ : R2
` → R2

`

C’est une transformation linéaire !

Soit une transformation linéaire T : U → V , B = {−→ui} une base de U et B′ = {−→vj}
une base de V . Alors la matrice de T par rapport aux bases B et B′, notée B′ [T ]B
est la matrice de format m× n :

B′ [T ]B =



a11 a12 · · · a1j · · · a1n
a21 a22 · · · a2j · · · a2n
...

...
. . .

...
...

ai1 ai2 · · · aij · · · ain
...

...
...

. . .
...

am1 am2 · · · amj · · · amn


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Définie par
T (−→u1) = a11

−→v1 + · · ·+ am1
−→vm

...
T (−→un) = a1n

−→v1 + · · ·+ amn
−→vm

Example 14.16
T : R3

c → R2
cxy

z

 7→ [
(2x− y + z)

x+ z

]
=
[
2 −1 1
1 0 1

]xy
z


Prenons comme bases :

B =

−→u1 =

 1
−1

0

 ,−→u2 =

 1
1
0

 ,−→u3 =

 0
0
2

 et B′ =
{
−→v1 =

[
1
1

]
,−→v2 =

[
0
1

]}
Notons[

x
y

]
= α

[
1
1

]
+ β

[
0
1

]
⇒ α = x et α+ β = y ⇒ α = x et β = y − x

Donc [
x
y

]
= x

[
1
1

]
+ (y − x)

[
0
1

]
Calculons B′ [T ]B.

T (

 1
−1

0

) =
[
3
1

]
= 3

[
1
1

]
+−2

[
0
1

]
⇒

[
T (
−→
( u1))

]
B′

=
[

3
−2

]

T (

 1
1
0

) =
[
1
1

]
= 1

[
1
1

]
+ 0

[
0
1

]

T (

 0
0
2

) =
[
2
2

]
= 2

[
1
1

]
+ 0

[
0
1

]
Donc

B′ [T ]B =
[

3 1 2
−2 0 0

]
Proposition 14.17 (Prop 7.1) Soit U , V , B et B′. Alors

[T (−→u )]B′ = B′ [T ]B [−→u ]B
pour tout −→u ∈ U .
Démonstration. Comme la preuve de B [I]B′ �

Example 14.18xy
z

 = α1

 1
−1

0

+ α2

 1
1
0

+ α3

 0
0
2

 =

 α1 + α2
−α1 + α2

2α3


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Donc
α1 = (x− y)/2 α2 = (x+ y)/2 α3 = z/2

Ainsi xy
z


B

=

(x− y)/2
(x+ y)/2
z/2


T (

xy
z

) =
[
2x− y + z
x+ z

]
⇒

T (

xy
z

)


B′

=
[
2x− y + z
−x+ y

]
Il faut montrer que[

2x− y + z
−x+ y

]
=
[

3 1 2
−2 0 0

](x− y)/2
(x+ y)/2
z/2


Proposition 14.19 (Prop 7.2) Soit T , U et V . Soit B1 = {−→ui} et B2 = {−→vi}
bases de U et B′1 =

{−→
u′i

}
et B′2 =

{−→
v′i

}
bases de V .

Alors
B′2 [T ]B2

= B′2 [I]B′1 B′1 [T ]B1 B1 [I]B2

Démonstration. �

Example 14.20 Prenons la transformation linéaire SD : R2
` → R2

` (réflexion).
Supposons que D est la droite de direction [a b] avec (a, b) 6= (0, 0) passant par
(0, 0).

On peut prendre la base B1 = B′1 = {[a b], [−b a]}. C’est une base orthonormée !

SD([a b]) = [a b] et SD([−b a]) = [b − a]⇒ B1 [SD]B1
=
[
1 0
0 −1

]
On veut déterminer SD([x y]) Considérons la base standard B2 = B′2 = {[1 0], [0 1]}

et rappelons que
B2 [SD]B2

= B2 [I]B1 B1 [SD]B1 B1 [I]B2

Calculons la matrice du passage B2 [I]B1
.

[a b] = a[1 0] + b[0 1] 1e colonne
[−b a] = −b[1 0] + a[0 1] 2e colonne

Donc

B2 [I]B1
=
[
a −b
b a

]
Et

B1 [I]B2
= (B2 [I]B1

)−1 =
[
a −b
b a

]−1
= 1
a2 + b2

[
a b
−b a

]
Donc

B2 [SD]B2
=
[
a −b
b a

] [
1 0
0 −1

] [
a/(a2 + b2) b/(a2 + b2)
−b/(a2 + b2) a/(a2 + b2)

]
Ainsi

B2 [SD]B2
=
[
a2−b2

a2+b2
2ab
a2+b2

2ab
a2+b2

b2−a2

a2+b2

]
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Donc

[SD([x y])]B2 = B2 [SD]B2
[[x y]]B2 = B2 [SD]B2

[
x
y

]
=
[(

(a2−b2)x
a2+b2 + 2aby

a2+b2

) (
2abx
a2+b2 + (b2−a2)y

a2+b2

)]
Par exemple, si on prend la droite :

D =
{

[x y] ∈ R2
` | y = x

}
Dans ce cas SD([x y]) = [y x]
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15. Semaine 15 - 12 decembre 2017

Revision
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16. Semaine 16 - 19 decembre 2017

Examen
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