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1. SEMAINE 1 - 5 SEPTEMBRE 2017

1.1. Partie 1. Plan du Cours
1.1.1. L’histoire. 1850 - James Joseph Sylvester d’Angleterre 1853 - Sir William

Rowan Hamilton 1858 - Arthur Cayler 1925 - Heisenberge les introduisais a la
théorie quantique.

1.1.2. Définitions de base (§1.1). Une matrice de format m X n est un tableau
rectangulaire comportant m lignes et n colonnes.

a b c
2x3
d e f
Généralement m x n :
a1 (25 3 R ¢ 5 V)
a1 Az -+ A25  ccc QAlp
A= = laiy]
a;1 Qg2 -0 Qi Qin J
| Gm1  Gm2 - Amj Qmn |

Des fois elles s’ont écrit comme
a b
b ¢
1.1.3. Egalité. A= B ssi (1) elles ont le méme format et (2) les entrées aux positions
correspondantes sont égales. C-a-d : (1) m =m/, n =n' et (2) a;; = by
Example 1.1 (1) - Different forms (2) - 2 entries = x, y

1.1.4. Matrices spéciales. matrice nulle de format m x n - Toutes les entrées sont
nulles. Noterons : 0., x-

carrée d’ordre n - n X n - la diagonale principale

La matrice identité d’ordre n - Noterons : I,,.

0 0 1 00
{0 0] 0 1 0
0 0 1

1.1.5. Algeébre. Addition : A+ B = C -> ¢;; = a3 + b;j. IL FAUT étre le méme
format

2 1 1 31 |3 4

{1 2} + [3 2] = {2 0}

Multiplication par un scalaire : A = C. -> ¢;; = a * a;5.
3 {2 4 7} {6 12 21}
1 ~ 3

3 3z 9
Différence : A— B= A+ (—1)B.

Example 1.2

-l 4
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Proposition 1.3 (Prop 1.1) A, B, C des matrices de format m X n, «, B des
scalaires.

(i) A+ B =B+ A (commutativité de la somme)
(ii) (A+B)+C=A+ (B+C) (associativité de la somme)
(#4%) A+ Opscn = Opxn + A = A (élément neutre pour la somme)
(iv) A+ (—A) = Opxn (matrice opposée)
(v) 1A = A (unitarité)
(vi) (a+ B)A = A+ BA (distributivité)
(vii) o(A+ B) = aA+ aB (distributivité)
(viii) a(BA) = (af)A (associativité du produit par un scalaire)
1.2. Partie 2. Multiplication : Crée par Arthur Cayley.

On peut le faire comme on a fait 'addition, mais ¢a nous donne rien. La raison
qu’on va le définir comme ¢a, c’est pour étre capable de faire des choses avec des
systemes d’équations.

Aest mxnet Bestnxp.

- note que le nombres de colonnes de A est égal au nombres de lignes
de B.

aiy a2 - Gy v Gin | [bin bz -+ by bip
azi  aga - azj  ccc o Qgn | [bar b - bg; e by
AB =
a1 Q2 0 Giy 0 Gin bir bz o0 big o by
lOGm1 Am2 - Amj " Amn | _bnl bn2 e bnj e bnp_
€11 €2 - €5 0 Crp
€21 C22 - C25 0 C2p
=C =
Ci1 Gz o Gyt Cip
[Cm1 Cm2 " Cmj " Cmp |

- Cij = 2oy Wity
- AB soit bien définie =/= BA soit bien définie

Example 1.4
1 =5| |2 3] |2 -2
2 310 1| (4 9
Example 1.5
{1 2 3} _21 _21 _12 _{9 6 0}
3 2 2 3 9 1 10 8 1
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Example 1.6

1 0 0 1 1 3 3

2 3 10 ; g Z 11 17 23

0 2 1 3 3 4 5| = 7 13 13

01 10 01 0 5 7 9

0 0 2 1 6 9 10

Proposition 1.7 (Prop 1.2) A une matrice de format mxn et B, B' deus matrices
de format n x p et C' une matrice de format p X q. a un scalaire.

(i) (AB)C = A(BC) (associativité du produit)

(i) AlL, = I,,A= A (élément neutre pour le produit)
(7ii) AOpxr = Omxr €t OsxmA = Osxn (élément absorbant)

(iv) a(AB) = (aA)B = A(aB) (associativité du produit par un scalaire)
(v) A(B+ B')=AB+ AB' et (B+ B')C = BC + B'C (distributivité)

Example 1.8 Am=A-A..-A; AY = I,,. <- Carrée
(A+B)*>=A?+ BA+ AB + B2

1.2.1. Particuliéres. triangulaire supérieure - Une matrice carrée A tq toutes les
entrées de A situées strictement sous la diagonale principale sont nulles.

triangulaire inférieure

diagonale
Example 1.9
2 21 100 1
0 3 0 3 00 0
0 0 0 0 2 2 0
transposée AT
. 1 3
12 3 41" |12 -1
3 -1 z y| |3 =z
4y

S NN O

o o

o)
)

Proposition 1.10 (Prop 1.3) Soit deuz matrices A et A’ de format m x n, une

matrice B de format n X p et un scalaire c.
(i) (AT)F' = A
(ii) (aA)T = aAT
(iii) (A+ AT = AT 4 (AT
(iv) (AB)T = BT AT

symétrique ssi A = AT antisymétrique ssi A = —AT.
1 2 0 3
2 0 -1 0 _02 3 :1
0 -1 4 0 ) "
3.0 0 0 *

o W o

=~ O O
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Proposition 1.11 (Prop 1.4) Tout matrice carrée M peutl s’exprimer d’une et
une seule facon comme la somme d’une matrice symétrique et d’une matrice anti-
symétrique. C-a-d : A1 S symétrique et A antisymétrique tq M = S+ A :

S:%(M+MT) A= %(M—MT)
Démonstration. S = ST
A=—-AT
M=S5+A.
Unicité : Supposons que M = S’ + A’.
1 T
A== (M - M )
g1 (M +MT) %
2 =5 ((S’+A’) - (S’+A’)T)
_ = ! / / nT
= (" + )+ (5 +a)7) Ly w g am)
1 2
:*(S/+A/+SIT+A/T) 1
% :§(S/+AI_S/+A/)
= - SI+A/+S/_A/
%( ) _ % (2.4
= 5(25/) = A

]

1.2.2. Inverse. inverse (comme division) Soit une matrice A = [a;;] de format m xn
inverse & gauche - B de format n x m tq BA =1,
inverse d droite - B de format n x m tq AB = I, Fait pas ¢a dans le cours ou
trouvez un meilleur example.
[5 —2 3}“2{1 0]1 _;g
3 -1 2] ¢ “lo 1]~ "2 P
e f

Proposition 1.12 (Prop 1.5) Si une matrice carrée A a un inverse a gauche B
et un inverse a droite C, alors B = C.

Démonstration. B = BI,, = B(AC) = (BA)C =I1,C=C O
inversible - Si matrice une carrée A a un inverse a gauce et a droite B, on dit
que A est une matrice inversible et que B est un inverse de A. Une matrice non

inversible est dite singuliére.
L’inverse est noté A~".

Proposition 1.13 (Prop 1.6) Soit deuz matrices carrées A et B inversibles d’ordre
n. Alors
(i) La matrice inverse A=% est inversible avec inverse A. C-a-d (A~1)~1 = A.
(ii) (AB) est inversible et son inverse (AB)~! = B71A~1,

Démonstration. AA™' = A71A=1,.
(AB)(B™'A Yy =...=1,. O
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2. SEMAINE 2 - 12 SEPTEMBRE 2017

2.1. Partie 1.

2.1.1. Rappelons.
A—|—B:C<:>aij—|—b¢j = Cij

n
AB=C<% Cij = Zaikbkj
k=1

— Triangulaire supérieure/inférieure
— Diagonale

— Matrice Nulle 0,,,xn,

— Matrice identité I,,.

— A" = [a;i]

— symétrique

— antisymétrique

— inverse & gauche/droite

— inversible, inverse, singuliére

2.1.2. Application des matrices aux graphes (§1.4). Un graphe orienté T' = (S, F)
- S - Sommets; F - fleches F C S x S.

l'ordre de T" es le nombre d’élémnts de S.

Si f = (x,y) € F est une fleche, nous disons qu’elle va de x vers y. Graphique-
ment r — y.

boucle en x - (x,x).

Example 2.1 S ={1,2,3,4,5} Graphe aléatoire

C’était un peu difficile d’expliquer ¢. Peut-étre il faut commencer avec “Soit

S ={x1,...,2,}" 7 matrice d’adjacence de I" est la matrice carrée M(I') tq
1 si(z,2;) € F
Mii =0
sinon

Lemma 2.2 (Lem 1.1) Soit un graphe orienté T' = (S, F) d’ordre n et pour
lequel l’ensemble S des sommets est S = {x1,...,x,} et la matrice d’adjacence
correspondante M = [m;;]. Alors

(i) la somme des entrées >, _, mi sur la ligne i de M (L") est égale au nombre
de fleches sortant du sommet x;.

(ii) la somme des entrées Y ,_, my; sur la colonne j de M(T) est égale au
nombre de fleches entrant dans le sommet x;.

(iii) la somme des entrées Y ._, myy sur le diagonale de M(T') est égale au
nombre de boucles de T'.

Démonstration. Par exemple ([
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Example 2.3 Exemple 2.3

01 0001
001 000
001 010
M(T) = 010010
01 0000
000100
un chemin de x; vers x; dans I est une suite de fleches : (xpy, Tp, ), - -+ (Tpe_1> Tpy,)

de I' tq zp, = x; et zp, = x;.
longuer du chemin le nombre k de fleches dans le chemin.

Example 2.4 Etant donné le graphe suivant :

e

Proposition 2.5 (Prop 1.7) Soit un graphe orienté T = F) d’ordre n et
pour lequel I’ensemble S des sommets est S =wx1,...,x, etla matm'ce d’adjacence
correspondante : M = M(T) = [m;;]. Pour chaque entier p > 1, écrivons la p'™®
puissance de M : MP = [m”( )]. Alors m;;(p) est le nombre de chemins de longueur
p allant du sommet z; jusqu’au sommet x;.

Démonstration. On utilise une preuve par récurrence.

Si p = 1, alors le résultat est vrai par la définition méme de la matrice d’adja-
cence.

Nous pouvons supposer que le résultat est vrai pour p — 1 et nous voulons le dé-
montrer pour p. Ainsi nous supposons que les entrées de la matrice MP~! comptent
les chemins de longueur p — 1 entre deux sommets quelconques du graphe. Un che-
min de longueur p : fi, fo,..., fp—1, fp dans le graphe I' allant du sommet x; au
sommet x; est un chemin de longueur p — 1 allant du sommet z; jusqu’au sommet
x, pour un certain £ suivi d’'une fleche f, allant de xj, vers le sommet x;. Récipro-
quement a tout chemin de longueur p — 1 : f1, fo,..., fp—1 allant de z; jusqu'au
sommet x, pour un certain k et a toute fleche f allant de xj vers le sommet z;,
nous pouvons associer un chemin de longueur p en considérant fi, fa,..., fp—1, f.
De tout ceci, nous obtenons 1’équation

mij(p) = > mik(p — 1)my;
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Mais ceci est 'entrée & la ligne i et colonne j de MP~*M = MP. C’est ce que nous
devions montrer. O

Example 2.6 M as above.

0 2 2 01 0
01 2 01 0
01 3 0 2 0
4 _ .
M= = 012020 3 3 chemins de longeur 4 entre 3 et 3.
011010
0 02010

3 2 chemins de longeur 4 de 3 a 5.

2.1.3. Systémes d’équations linéaires (§2). Un systéme de m équations linéaires d
n inconnues : xi,...,T, est un systéme de la forme :

11%1 + - - + a1 Ty = by

Am1T1 + * F OppTn = bn
avec a;j, by, donné. Les x; ont les inconnues du systéme d’équations. solution. ..
Pour-quoi on utilise x ?
René Descartes - La géométrie (1637)
a,b,c - connus
X,y,Z - inconnus

Example 2.7
r+2y—22=3
204+2=4
20 —2y+2=2
3
x y=3 z
On peut ’écrire sous une forme matricielle :
a1 - Qlin T by
am1 e Umn Tn bn

AX =8B
A - matrice des coefficients du systéeme B - matrice des constantes du systéme
X - matrice des inconnues du systéeme

2.2. Partie 2. Une solution du system AX = B est une matrice Xy de format
nx1 tq AX() = B.

1 2 2] [« 3 2
0 2 1| |yl=|4 Xo= |3
2 -2 1] |z 2 1

Si B = 0,,x1 alors nous dirons que le systéme est homogene.
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Objectif : Obtenir toutes les solutions du systéeme AX = B. C-a-d : on va résoudre
le systéeme AX = B.

Example 2.8 Résoudre le systeme :

3r—2y =6
r+2y=-2
3
=1 y=-2°
x Y 5

2.2.1. Opérations élémentaires de lignes (§2.1). Une opération élémentaire de lignes
sur une matrice A. Trois opérations :

(i) Remplacer une ligne par un multiple non nul de celle-ci. C-a-d : Nous
remplacons la i®™¢ ligne L; par la i®™® ligne L; multiplié par le scalaire
a # 0. Note : L; + aL;.
(i) Invertir deux lignes. C-a-d : Nous intervertissons la i€ ligne L; et la ji¢me
ligne L;. Note : L; <+ L;.
(iii) Remplacer une ligne par cette ligne a laquelle nous avons ajouté un mul-
tiple d’une autre ligne. C-a-d : nous remplagons la ¢'*“™° ligne L; par la
somme de la i'®™° ligne L; et de « fois la j°™° ligne L; ou i # j. Note :

L;«~ L;+ OéLj.
Example 2.9 Faites quelques opérations
01 2 3 1 010
2 2 6 4/ =10 1 2 0
3 0 3 0 0 0 01

Etant donné un systéme de m équations linéaires avec n inconnues : AX = B
est la forme matricielle. La matrice augmentée du systéme est le matrice [A | B] de
format m x (n +1).

Example 2.10

1 2 =23
0 2 1 |4
2 -2 1|2

Proposition 2.11 (Prop 2.1) Soit un systéme de m équations linéaires a n in-
connues : AX = B, sa matrice augmentée [A|B] et une matrice [A'|B’] obtenue
de [A|B] aprés une opération élémentaire de lignes, ou A’ est la matrice de format
m X n obtenue en prenant la n premiéres colonnes de [A'|B’] et B’ est la matrice
de format m x 1 obtenue en prenant la colonne la plus d droite de [A’'|B’]. Alors
les solutions du systéme d’équations linéaires AX = B sont les mémes que celles
du nouveau systéme d’équations linéaires A’X = B’.

Démonstration. 11 suffit de considérer individuellement chacune des opérations élé-
mentaires de ligne et vérifier que celle-ci ne modifie pas I’ensemble des solutions.

L; < ol

L; < LJ‘

Li+ L;+alL;
{an a2 b1:| Ly+Ly+al, [ ar a2 by }
as1 Q92 | ba a21 + a1 age + aais | be + ab;
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Considerons une solution (g, yo) et montrons qu’elle marche pour la deuxiéme.

Considerons une solution (x1,y1) et montrons qu’elle marche pour la premiére.
|

2.2.2. Algorithme délimination de Gauss-Jordan (§2.2). Soit C' = [¢;;] une matrice
quelconque de format m x n. Nous dirons que C' est une matrice réduite si elle
satisfait les trois conditions suivantes :

(i) Toutes les lignes nulles sont en dessous des lignes non nulles de C.

(ii) Dans chacune des lignes non nulles, la premiére entrée non nulle lorsque
nous lisons de la gauche vers la droite est 1. a colonne dans laquelle est
située ce premier 1 est appelée colonne pivot ce premier 1 est appelé le 1
pivot de cette ligne non nulle.

(iii) Dans la colonne pivot d’une ligne non nulle, & Pexception du 1 pivot, toutes
les autres entrées sont nulles.

La matrice C est dite réduite échelonnée si les colonnes pivots apparaissent en plus
en ordre croissant. C-a-d : si les lignes ¢ et ¢ + 1 sont toutes les deux non nulles et
que j; et j;+1 sont les colonnes pivots de ces deux lignes non nulles, alors j; < jjy1.
0 3 01 2 01 1 2 3 2 0
r: |1 1 rref: 10 0 0 1 2 non: |0 1 3 non: [0 1
0 0 0 00 0O 0 0 0 0 0
On verra plus tard que peu importe la série d’opérations élémentaires de ligne
effectuées nous obteindrons toujours la méme matrice réduite échelonnée C’ lorsque
nous commencgons avec la matrice C.

Décrirons 'algorithme d’élimination de Gauss-Jordan

2
3
0

S O =
_ O O

(i) S’il y a une entrée non nulle dans la premiére colonne, disons a la ligne
i, alors il faut effectuer Li <> L; pour obtenir une entrée non nulle a la
premiere ligne. Si toutes les entrées de la premiere colonne sont nulles, il
faut passer a colonne 2 et ainsi de suite jusqu’a ce qu’il y a ait une colonne
ayant une entrée non nulle et procéder comme ci-dessus de facon & obtenir
une entrée non nulle a la premiere ligne.

(ii) Si la premiére entrée non nulle de la ligne 1 est a # 0, il faut effectuer
L1 < a~'L; et nous aurons ainsi que la premiére entrée non nulle de la
premiere ligne sera 1. Ce sera le 1 pivot de la premiere ligne et la colonne
pivot ser la colonne j.

(iii) Utilise ce 1 pivot pour annuler toutes les autres entrées non nulles dans la
colonne pivot j; de la forme L; < L; — a;;, L1.

(iv) Reviendrons a Pétape 1, mais cette fois en considérant toutes les lignes
sauf celled contenant un 1 pivot et a ’étape 3, il faut annuler toutes les
entrées d’une colonne pivot, celles au-dessus et en-dessous d’un pivot.

Example 2.12

0 4 12 0 -4 8 12 013 00 2 -1
02 6 1 0 1 -4 . 00010 -3 -2
03 9 0 -3 6 -9 00 0O0T1 O 2
00 0 2 5 -6 6 0 00O0O0 O O
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3. SEMAINE 3 - 19 SEPTEMBRE 2017
3.1. Partie 1. Rappelons
(i) Systéme de m équations linéaires a n inconnues
(ii) AX =B
(iii) homogene
(iv
(v

(vi

Matrice augmenté
3 opérations élémentaires

mré

)
)
)
)
)
(vii) prop 2.1

(viii) algo d’élimination

Etant donné une matrice C' et I'unique mré C” obtenue de C' aprés une série

d’opérations élementaires, le rang de C noté rg(C) est le nombre de lignes non
nulles de C’.

3.1.1. Solutions d’un systéme d’équations linéaires (§2.3).

Proposition 3.1 (Prop 2.2) Etant donné le systéme d’équations linéaires AX = B
ou A est la matrice des coefficients de format mxn, X est la matrice des inconnues
de format n x 1 et B est la matrice des constantes de format m x 1

(i) Sirg(A) < rg([A|B]), alors le systéme AX = B n’a aucune solution. Dans
ce cas, nous dirons que le systéme AX = B est inconsistant.
(ii) Sirg(A) = rg([A|B]) = n, alors le systéme AX = B a une et une seule
solutions.
(iii) Sirg(A) = rg([A|B]) < n, alors le systéme AX = B a une infinité de
solutions. Ces solutions peuvent étre obtenues de A’X = B’ (ou [A'|B’]
est la mré de [A|B]) en séparant les inconnues en deux types :

— les inconnues ne correspondant pas aux colonnes pivots comme étant
des variables libres

— et les autres inconnues, celles correspondant aux colonnes pivots comme
étant des variables dépendantes.

En utilisant le systéme A'X = B’, nous pouvons exprimer les variables
dépendantes en fonction des variables libres et il est alors possible d’écrire
la solution générale en fonction des variables libres eulement.

Démonstration. (i) [A’|B'] sera de la forme
01 010
0 0 0|1

D’ou 0 = 1. Ceci est impossible et il n’y a donc aucune solution.
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(ii) On a la mré :

1 0 0 | #]
0 1 0 0 |w
0 0 0 0| :
1 0 | ¥
0 0 0 1 |b
0 0
D’ou
1 =) T, =,
(iii) On a la mré de la forme :
[0 - 0 1 % * 0 x -+ % 0 0 x - &[]
0O -~ 000 01 % -+« % 0 0 % -+ *x|bh
0o - 0 0 0 0 0 0 - 0 0 = * |
0o - 0 0 0 0 0 0 - 0 1 x - x|
0o - 0 0 0 0 0 0 - 0 0 0 010

Nous pouvons donc exprimer les variables dépendantes en fonction des
variables libres et il y a une infinité de solutions, une pour chacune des
valeurs numréiques possibles attribuées aux variables libres.

O
Example 3.2
1 0 4|5 10 0]0
o 1 5 |11 01 00| | m
AIBI=1o 1 6 | 13|70 0 1]|o] ~HIP]
—2 -1 —11|-16 00 01
100 0
0o 1 o] | 1o
00 1||% " o
0 0 of L™ 1
C-a-d :
$1:0 $2—0 $3—0 0=1
Example 3.3
10 3|1 10 0]2
11 -1 -3 01 0[=2|
ABI=1g 0 13| oo 1|3]|~ AP
10 —1|-1 0000
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1 00 2
0 1 of [T _ |2
0 0 1| (2|3
0 0 of L™ 0
C-a-d :
I1:2 1322—2 1‘323 0=
Example 3.4
1 5 3 —11]11 1 00 —1] 2
o1 1 21 01 0 =2 3| i
MIBI=11 6 5 —13110| 7|0 0 1 o0 | —2| = AIB]
1 40 —-9]14 000 010
1 0 0 —17 [x 2
0 1 0 —2| |x2f |3
00 1 0] |as|  |-2
00 0 0] |z 0
C-a-d :
$1—$4=2 .1‘2—2.%'4:3 $3:—2 0:0
D’ou
1 T4+ 2
X =" = |224+3
3 —2x
Ty 4
3.2. Partie 2.

3.2.1. Homogéne. Rappelons que si B est la matrice nulle (B = 0,,x1) alors notre
systeme lineéaire est dit étre homogene.

Pour tout systeme homogene la solution X = 0,41 est une solution. Elle est
appelée la solution triviale du systéme homogene.

On peut jamais avoir le premier cas de notre proposition precedent.

Corollary 3.5 (Cor 2.1) Soit un systéme homogéne de m équations linéaires
AX = 0,,%x1 avec n inconnues.

(i) Si le rang rg(A) = n, alors le systéme AX = Opmx1 a une et une seule
solution (la solution triviale).

(ii) Sirg(A) < n, alors le systéme AX = 0,51 @ une infinité de solutions. Ces
solutions peuvent étre obtenues de A’X = 0,,%x1 en séparant les inconnues
en deuz types :

— Les inconnues ne correspondant pas auzx colonnes pivots comme étant
des variables libres

— les autres inconnues (celles correspondant aux colonnes pivots comme
étant des variables dépendantes.
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Example 3.6
1 0 -5 8 24 —6|0 1 0 0 0 3 210
0 1 —4 7 2 -=5|0 0100 2 210
1o 1 =3 4 13 —2]0 0010 -1 010
Al =13 21 2 1 5 —s]o| 7o oo 1 2 —1]o = Al
-2 -3 6 -3 —-24 -710 00 0 0 0 o010
0 -1 0 2 2 —410 _O 0 0 0 O 010
C-a-d
1 000 3 27 [x] 0
01 0 0 2 2 To 0
0 0 1 0 1 0 z3| |0
0 00 1 2 —1f x4 1O
00 0 0 O 0 T5 0
00 0 0 O 0 Tg 0
D’ou
ZE1=—3$5—2$6 562:—21‘5—2136 T3 = XI5 JC4:1'6—2175 OZO OZO
et
1 —31‘5—2336
To —2135—2.’136
X — z3 _ x5
Ty Tg — 2x5
I5 Is
Te Te

3.2.2. Interpolation d’une fonction (§2.4). Il arrive parfois que nous connaissions
les valeurs d’une fonction qu’a un nombre fini de points et nous voulons évaluer
cette fonction entre ces points, c’est ce qui est appelé interpoler la fonction.

Etant donné une fonction f (z) pour laquelle nous connaissons n + 1 valeurs :
f(zo) ... f(xn) aux (n + 1) points distincts : xo,...,z,. Nous cherchons & dé-
terminer un polynéme P(x) = ap + a1z + -+ + a,z™ de degré n pour lequel
P(xo) = f(xo),...,P(xn) = f(zn). Avec ce polyndéme P(x) nous pouvons interpo-
ler la fonction f(z) au point © = « par P(«).

ap + a1xo + - - anzl = f(xo)

ap+ a1x1 + - - apx] = f(z1)

ap+ a1zn + - anz = f(n)

Il est possible de montrer, parce que les (n + 1) points zg,. .., z, sont distincts,
que le systéme a une et une seule solution. Nous allons pour 'instant accepter ce
résultat.

Comment le faire? On a déja les z, et les seuls variables qu’on sait pas sont les
Q;.
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1 o xg ol ag f(zo)
1 =z .’,E2 o a f(xl)
b " a2 | = | fla2)

1 z, z2 --- z" : )
" " Qn f(zn)

D’ici on utilise l'algorithme de Gauss-Jordan pour trouver les a;. On les mets
dans P(x), et voila.

Example 3.7 Soit une fonction f(z) t.q. ses valeurs aux points 0, 1, et 2 sont :
fO)=1, f1)=-2, f(2)=3

Nous chercons P(z) tq P a degré 2 et t.q. P(0) = f(0), P(1) = f(1), et P(2) = f(2).
On cherche ag, a1, et as t.q. le systéme d’équalities sont vrai :

ap + arzo + azxl = f(wo)
ap + arzy + azxt = f(x)

ag + a1x2 + a2$§ = f(x2)

ap —+ (110 —+ a202 = f(O) = 1
ap + a1l +ag1? = f(1) = -2
ag + a12 + a222 = f(2) =3

1 0 0] 1 1 0 0] 1
11 1}-2|—=1]0 1 0]-7
1 2 4] 3 0 0 1] 4

D’ott on a 'unique polyndéme d’interpolation
P(z) =42 — Tz + 1
Essayons
P0)=1, P(1)=4—-74+1=-2, P(2)=16—-14+1=3
Example 3.8 Cocalc

eMaintenant on va commencer de trouver une fagon de trouver des inverse s’il y
existe.

3.2.3. Matrice élémentaires (§3.1). Rappelons les trois opérations élémentaires :
(i) L; «+ oL;
(if) L; ¢ Lj
(i) L; < L; + aL;
Etant donné une opération élémentaire de ligne Op, alors la matrice élémentaire
d’ordre m associée a cette opération est la matrice carrée d’ordre m obtenue a partir

de la matrice identité I,,, en effectuant cette opération. Noté E,,(Op)

C-a-d
I % En, (Op)

Algebre Matricielle Page 15



MAT1600 Aram Dermenjian

Example 3.9 La matrice élémentaire d’ordre 5 associée a ’opération élémentaire
Lo < 4L5 est

1000 0
04000
00010
0000 1
parce que
1000 0
04000
I 2252010 0 1 0 0| = Es(Ly < 4Lo)
00010
00001

Example 3.10 La matrice élémentaire d’ordre 4 associée a 'opération élémentaire
Ll — L4 est

000 1
0100
EllioLd=1g g 1 g
100 0

Example 3.11 La matrice élémentaire d’ordre 3 associée a l'opération élémentaire
Lo <+ Lo+ 2L est

1 00
Eg(LQ — L2 +2L1) =12 1 0
0 0 1
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4. SEMAINE 4 - 26 SEPTEMBRE 2017

4.1. Partie 1.
4.1.1. Rappelons.

(i) rang

(ii) Prop 2.2

(iii) Cor 2.1

(iv) Matrice élémentaire
Proposition 4.1 (Prop 3.1) Soit une matrice C de format m xn et C' la matrice
obtenue de C' a la suite de l'opération élémentaire de ligne Op, c-a-d

c e,

alors
C' = E,(0Op)C.
Ainsi C' est obtenue en multipliant C' a gauche par la matrice élémentaire E,,(Op).

Démonstration. Il suffit de vérifier ceci pour chacune des opérations élémentaires

de ligne. Par exemples! O
Example 4.2
0 0 -1 6 Ll L 3 -3 —-10 9
-9 0 -1 0 A LN —9 0 -1 0
1 -1 -3 1 1 -1 -3 1
1 0 3 0 0 -1 6
01 0/(-9 0 -1 0
0 0 1 1 -1 -3 1

Proposition 4.3 (Prop 3.2) Soit E = E,,,(Op), la matrice élémentaire d’ordre
m associée a l'opération élémentaire de ligne Op. Alors la matrice E est inversible
et son inverse E~' est la matrice élémentaire d’ordre m associée & l'opération
élémentaire de ligne Op~! inverse de Op :

L’L(_}Log LzL(—)La—l

Li<—Li+OéLj Li(—Li—I——OzLj
Démonstration. Facile comme la derniere. O
Example 4.4

1 0 0 0 O 1 0 0 0 O

04000 0§ 000

00 0 10 0 0 01 0

00 0 0 1 0 0 0 0 1

1 0 00 01 0 O O O

0400010 % 000

0 01 0 0|0 O 1 0 0|=1Is

0O 001 0[]0 0 O 10

0O 00 0 1{]0 0 0 0 1
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Example 4.5
0 0 0 1
01 0 0
E4(L1(—>L4)— 0010
1 0 0 0
0 0 0 1110 0 0 1
0 1 0 0[]0 1 0 O 7
00 1 0[]0 0 1 of ™
1 0 0 Oof1 0 O O
Example 4.6
1 0 0 1 0 0
E3(L2<—L2+2L1): 2 10 E3(L2<—L2+—2L1): -2 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0 1 0 0
2 1 0] [-2 1 0| =13
0 0 1 0 0 1
Example 4.7
1 0 3 0 0 -1 6 3 -3 —-10 9
01 0}]|-9 0 -1 0j=1]-9 0 -1 0
0 0 1 1 -1 -3 1 1 -1 -3 1

4.1.2. Inversion des matrices (§3.2). Cette preuve est difficile | Prenez votre temps. . .

Proposition 4.8 (Prop 3.3) Soit une matrice carrée A de format n x n. Consi-
dérons la matrice augmentée [A|l,] de format n x 2n obtenue en juxtaposant la
matrice identité I, d la droite de A et notons par [A'|B’] : lunique matrice réduite
échelonnée obtenue de [A|LL,] aprés une série d’opérations élementaires ot A’ est la
matrice consistant des n colonnes le plus d gauche de [A'|B’] et B’ est la matrice
consistant des n le plus & droite de [A'|B’].

(i) Si A’ = I,, alors la matrice A est inversible et son inverse A~! est B'.
(i) Si A’ #£ I, alors la matrice A n’est pas inversible.
Démonstration. L’algorithme consiste a effectuer une série d’opeérations élémen-
taires de ligne a partir de la matrice augmentée [A|l,]. Disons k opérations élémen-
taires.
Opy Opo Opy 1!
[AlLL] = [Ao|Bo] == [A1|B1] == -+ —= [Ax[Bs] = [A'|B].

Notons par E; : la matrice élémentaire d’ordre n associée a I'opération élémentaire
de ligne Op;. Comme conséquence de la proposiition 3.1, nous avons que les opé-
rations élémentaires de ligne correspondent a multiplier & gauche par une matrice
élémentaire et ainsi nous avons les égalités suivantes

[A;|B;] = Ei[A;_1|Bi_1]
Donc
[A1]B1] = B{A|L,] ... [A'|B'] = B - -+ Er[A|LL]
Si nous considérons les n colonnes de droite de chacun des cotés de cette derniere

équation, nous obtenons que
A =FE,... EA
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De la méme facgon, si nous considérons les n colonnes de gauche, nous obtenons
B =E;.. E

Rappelons que les matrices élémentaires sont inversibles comme nous ’avons vu a
la prop 3.2. Conséquemment en multipliant par ces inverses, nous obtenons

A=E' L EJTA

Si A" =1, alors A = Efl . ..E;lln = Efl . ..E;l est un produit de matrices
inversibles et par le fait méme est inversible. Donc A est inversible et

At = (B BT
= (B ) (BT
=F,...E, =B

Si A’ # I, alors, parce que [A’'|B’] est une matrice réduite échelonnée, A" a
nécessairement une ligne nulle. Une matrice avec une ligne nulle ne peut pas étre
inversible. En effet, si M est une matrice carrée de formatn n X n dont une des
lignes est nulle, disons la ¢ ligne L;, alors pour tout matrice carrée N de méme
format que M < nous aurons touours que la ¢ ligne du produit M N sera aussi
nulle et nous ne pourrons pas obtenir que MN = I,,, car la ¢ ligne de I, n’est
pas nulle. Donc A’ n’est pas inversible. Nous avons que A’ = E, ... A. Si A était
inversible, alors A’ serait un produit de matrices inversibles étant donné que les
matrices élémentaires sont inversibles comme nous ’avons vu a la prop 3.2. Mais
ceci est impossible parce que A’ n’est pas inversible. Donc A n’est pas inversible.

O

Corollary 4.9 (Cor 3.4.A) Soit une matrice carrée A d’ordre n. Soit A’ la mré
de A. Alors A est inversible ssi A = I,,.

4.2. Partie 2.
Example 4.10

1 0 -2 15 -4 3 -3 =5
2 1 -1 16 -3 5 -4 -1 4
A=l 1 0 1|75 % 6 5|4
-1 0 1 -9 1 -1 1 1
Example 4.11
1 1 0 1 0 2
A=1{4 5 =2 = |0 1 —2]| (pasd’inverse!)
-3 -6 6 00 O

4.2.1. Analyse Intersectorielle (§3.3). On va appliquer l'inversion de matrice en
analyse intersectorielle en économie. L’approche a été développée par 1’économiste
américain Wassily Leontief dans les années 1930.

On divise I’économie en n secteurs de production. Pour produire des biens,
chaque secteur utilise une certaine quantité de biens produits par les autre sec-
teurs et méme de son propre secteur. Une partie est aussi destinée a la demande
des ménages (Demande externe) Toutes ces données sont présentées souls la forme
d’un tableau intersectoriel.
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Example 4.12 Supposon qu’il y a que trois secteurs. Nous avons le tableau sui-
vant :

Seci:,eurs Secteur 1 | Secteur 2 | Secteur 3 | Demande externe Production
fournisseurs totale
Secteur 1 150 1000 50 800 2000
Secteur 2 500 7500 1000 11000 20000
Secteur 3 800 2000 2200 5000 10000

A ces données, nous pouvons associer la matrice des coefficients techniques de
production. A = [a;;] ol

Demande de le secteur ¢ fournit au secteur j
Qi =

Production totale du secteur j

Example 4.13

150 1000 50

Mo W 0,075 0,05 0,005
A= |20 O 1000 | g 95 (.375 0,1

2000 20000 10000 ) ’ )

800" 2000 2200 0’4 0’1 0,22

2000 20000 10000

Si T est la matrice de format n x 1 pour laquelle I'entrée & la ligne i est la
production totale du secteur i. Si D est la matrice de format n x 1 pour laquelle
Pentrée a la ligne i est la demande externe du secteur i. Alors nous aurons

T=AT+D=(I,-AT=D=T=(1,—-A)"'D
si la matrice (I,, — A) est inversible.

Example 4.14

2000 800
T = {20000 D = |11000
10000 5000

L’intérét économique de ceci est I'information que nous pouvons tirer de la ma-
trice (I, — A)~!. Si nous modifions la demande externe, nous aimerions déter-
miner 'impact sur la production totale de chacun des secteurs. L’équation T =
(I, — A)~1D nous permtet de déterminer cet impact.

En effet, supposons que nous voulons déterminer I'impact sur la production totale
si la demande externe pass de D & D + AD, alors la production passera de (I, —
A)7IDa (I, — A)~Y(D+ AD). Ainsi la production totale sera modifée de la fagon
suivante :

AT = (I, — A" YD+ AD) — (I, — A)™'D = (I, — A)"'(AD)
Example 4.15

(1-0,075)  —0,05 —0,005 0,925 —0,05 —0,005
I,—A=| -025 (1-0,375) —0,1 |=|-0,25 0,625 —0,1
~0,4 —0,1 (1-0,22) -0,4 -0,1 0,78

Cette derniere matrice est inversible et si nous calculons son inverse, nous obtenons

1,114 0,092 0,019
(I3 — A)~' = 10,548 1,679 0,219
0,642 0,263 1,320
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Mais ¢a nous donne quoi ?

Si nous devons augmenter d’une unité la demande externe du secteur 1, alors il
faudre augmenter la production totale du secteur primare de 1,114 unité, celle du
secteur 2 de 0,548 unité et celle du secteur 3 de 0,642 unité.
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5. SEMAINE 5 - 3 OCTOBRE 2017

5.1. Partie 1.

5.1.1. Rappelons.
(i) Prop 3.2
(ii) Prop 3.3
5.1.2. Polynéme minimal d’une matrice carrée (§3.4). 1l faut refaire cette section.
Ils ont eu la misére de comprends 'association entre les matrices et les polynomes.
Particulierement pourquoi il existe un (et un seul) polynéme minimal Un polynome
P(x) de degré d est une expression de la forme
P(z) = ao + a1x + agx® + - -- agr?
Si ag = 1, alors nous dirons que P(x) est monique.
Example 5.1
Pz) =" 4+ 222
Q(z) =92° +

Note : On peut substituer une matrice carrée a la place de la variable x. On
aura

P(A) = apl, + a1 A + as A? + - - - 4 a4 A?
Example 5.2 Example basique

Proposition 5.3 (Prop 3.4) Etant donné une matrice carrée de format n x n,
alors il existe un polynome monique P(x) = x™ + - - axx® + a1z + ag tel que P(A)
est la matrice nulle Oy xp, c-a-d P(A) = 0,xn. Nous dirons alors que la matrice A
est un zéro de P(zx).

Example 5.4
7T —12 o .
[3 _5] Plz)=a*-2"4+1
o |13 —24
AT = {6 —11
Example 5.5

A= [‘Z Z} P(z) = 2% — (a+ d)x + (ad — be)

(a® +bc) (ab+ bd)
[(ac +cd) (be+ dQ)]

Est-il existe plusieurs polynémes monique ?

(i) Au debut, on prend tout les polynémes monique pour lesquels A est un
7€ro.

(ii) Permi eux, il existe au moins 1 de degré minimal.
(iii) Mais est-ce qu'’il existe plusieurs?

(iv) Rappelons la division euclidienne! a = bq + r.
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(v) Supposons qu’il existe deux polyndmes minimals P (x) et Pa(x) t.q. P1(A) =
Py(A) = 0.
(vi) Alors Pi(z) = Py(z)Q(x) + R(x)
(vii) 11 faut que R(z) est nulle car sinon 0 = P1(A) = P2(A)Q(A) + R(A) =
0+ R(A).
(viii) D’ot, car P;(z) et Py(x) ont le méme degré et sont monique, Q(z) = 1.

Alors, il existe un polynome minimal qui est 'unique polynéme monique de degré
minimal.

Example 5.6 On a vu que A est un zéro de P(x) = 22 — 2% 4+ 1. On va montrer
que il n’existe pas un polynéme monique de degré 1 Q(z) tel que Q(A) = 0.

Supposons qu'’il exist. Alors Q(z) = ag + a1z d’ou Q(A) = aplz + azA. Si
Q(A) = 0, on aura

a 1 0 Ta 7 —12 . ((10+7(11) —12a4 . 0 0
Olo 1 Y3 —5| 3a, (ap —5a1)| — [0 0
Alors il faut que ag = a1 = 0.

Proposition 5.7 (Prop 3.5) Soit une matrice carrée A de format n x n. Considé-
rons la matrice B de format n? x (n+ 1) obtenue de la fagon suivante : la colonne
j de B est obtenue en écrivant les lignes de la matrice A7~' sous forme d’une seule
colonne et B’ l'unique matrice réduite échelonnée obtenue a partir de B a la suite
d’une série d’opérations élémentaires de ligne. Notons le rang rg(B) par m. Alors

(i) m<n
(ii) la matrice B' est de la forme
[1 0 0 0 ao !
010 0
0 0 1 0 a2
B = : 0o
0 00 1 am-—
0 0 O 0 0

Ici la matrice identité I, est dans le coin supérieur gauche de B’ et il y a
au moins une colonne a la droite de cette matrice identité.

(iii) le polynome minimal de A est le polynome monique P(x) de degré m sui-
vant

P(z) =2™ — apm_12™ ' — - —apx® —ayx — ag

En d’autres mots, la taille de la matrice identité nous donne le degré du
polynome minimal et la colonne d la droite de cette matrice identité nous
permet d’écrire ce polynéme minimal.

Tout a bord, on va expliquer qu’est-ce que se passe.

Example 5.8 Soit la matrice carrée A :

7 —12
- =)
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Il nous faut former la matrice B de format 4 x 3 des matrices puissance de A :

o [t 0] 4 [7 —12] ,, [13 —24
A‘{01 A=l3 5 Y76 -

en écrivant les lignes de ces matices sous forme de colonne : la premiére colonne
correspond & A%, deuxiéme & A', etc. Ainsi

1 7 13

0 —-12 -24
B = 0 3 6

1 -5 11

Il nous faut maintenant utiliser 'algo d’éliminatino de Gauss-Jordan pour obtenir
B’ A partir de B :
-1

0
1
B — 0
0

OO O
O O N

Dong, le rang rg(B) = 2 et conséquemment le polyndéme minimal de A est de degré
2. Le polynéme minimal de A est alors P(z) = 2% — 22 + 1.

Example 5.9 Soit la matrice carrée

1 -2 -6
A=10 1 4
0 O 1

Il faut former la matrice B de format 9 x 4.

1 —4 —20 1 —6 —42
A =1, A =10 1 8 A=10 1 12

0 0 1 0 0 1

Ainsi

11 1 1] (1 0 0 1]

0 —2 -4 -6 01 0 -3

0 —6 —20 —42 001 3

0 0 0 0 000 O

B=|1 1 1 1 | —=B=1[0 0 0 0

0 4 8 12 000 O

0 0 0 0 000 O

0 0 0 0 000 O

11 1 1 00 0 0|

Donc le rang est rg(B) = 3 et conséquemment le polynéme minimal de A est de
degré 3. Le polynéme minmal de A est alors

P(x) =2® - 322 + 32 — 1

Essayons
P(A) = 0543
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5.2. Partie 2. - Au moyen du polynéme minimal, nous pouvons déterminer si une
matrice carrée A est inversible ou pas.

Proposition 5.10 (Prop 3.6) Soit une matrice carrée A de format n X n et dont
le polynome minimal est le polynéme de degré

P(z) = 2™ + apm_12™ 4+ - apx® + ayx + ag
Alors A est inversible ssi ag # 0. Dans ce dernier cas, I’ inverse est alors
1
A_l = —— (Am_l + am,lAm_2 + -+ G,QA + alfn) .
ao
Démonstration. Si A est inversible, il nous faut montrer que ay # 0. Supposons le
contraire, c-a-d que ag = 0. Alors parce que A est un zéro du polynéme minimal,
nous avons
A™ 4y 1AM a0 A+ a1 A = Opin
Nous pouvons factoriser A :
A (Amil + am—lAm72 +-FaA+ 0,1) = Onxn

Comme A est inversibles, A~! existe et nous pouvons multiplier les deux cotés de
cette derniére équation par A~!. Nous obtenons alors

(Am_l —+ a/m7114m_2 +---+ G/ZA + al) - 0n><n
Ceci signifie que la matrice A est un zéro du polynéme de degré (m — 1).
(™ "+ a2 4+ asz 4 ay)

Mais ceci contredit le fait que le polynéme minimal est de degré m. Donc ag # 0.

Si ag # 0, il nous faut montrer que A est inversible. Considérons la matrice
1 m—1 m—2
_CT(A +am 1A+t asA+aily,) .
0
Celle-ci est bien définie car nous pouvons diviser par ag # 0. Nous allons maintenant
vérifier que cette derniére matrice est 'inverse de A. En effet

1
A - (A"t a1 A2+ as A+ arly)
0
1
- (A" + @ A" 4 4 ap A%+ 0y A)
0

1
= ——|— In
Go( aoln)

:In

parce que, A étant le zéro du polynéme minimal, nous avons

A™ + am,lAmfl + 4 a2A2 + alA = —G,()In
De la méme fag, nous obtenons que
1
—— (A" 4 ATt aAtal,) | A=,
ao

Nous avons ainsi que A est inversible et son inverse est bien
1
ao

A7l = (A" '+ a1 AP+t ac A+ arly) .
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Example 5.11 Pour la matrice

On a vu que son polynéme minimal est 22 — 2z + 1. Par la prop précédente, nous
avons que A est inversible avec

Al = —% (A—-2L) = - (B __152} -2 B ?D - {:g ﬂ

Example 5.12 Pour la matrice

On a vu que son polyndéme minimal est 2% — 322 + 32 — 1. Par la prop précédente,
nous avons que A est inversible avec

1

A7l = —— (A% - 34+ 313)
1 —4 —20 1 -2 —6 1 00
=1[0 1 8 | —=3]0 1 4(+3[0 1 0
0 0 1 0 0 1 0 0 1
[1 2 —2
=[0 1 —4
0 0 1

Il est possible d’utiliser le polynéme minimal d’une matrice carrée pour évaluer
les puissance de A!

PA) =A™ + a1 A" ot agA? a1 A+ ag =0
A™ = — (am_lA"“l + -4 CL2A2 + (llA + ao) .
Example 5.13 Prenons

7 12
=

Rappelons que P(z) = 22 — 2z + 1. D’ont A2 = 2A — I,.
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Si nous voulons calculer A?? = 4164442
At = (A2 = (24— 1,)? =4A% —4A + 1,
=4(2A — L) —4A + 1, = 8A —4A — 41, + I, = 4A — 31,
A% = (A%)? = (44 - 31,)* = 164% — 24A 4+ 91,
=16(24 — ;) — 24A + 915 = 32A — 24A — 1615 + 91, = 8A — I,
A = (A%)? = (8A — TI1)? = 64A% — 112A + 491,
= 64(24 — Iy) — 112A 4 491, = 128A — 112A — 641, 4 491, = 16A — 151,
A?? = A0 AT A? = (16A — 151,)(4A — 315)(2A — I) = (16A — 1513)(8A% — 104 + 31,)
= (16A — 151,)(8(24 — I) — 10A + 35) = (16A — 1515)(6A — 515)
=96A4% — 80A — 90A + 751,
=96(24 — I,) — 170A + 751,
=192A — 96, — 170A + 751,
=224 — 211,
Donc

A2 =224 — 211, = {133 _264}

66 —131
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6. SEMAINE 6 - 10 OCTOBRE 2017
6.1. Partie 1.
6.1.1. Rappel.

(i) Polynéme minimal
(ii) Prop 3.5
(iii) Prop 3.6
6.1.2. Déterminants (§4). On veut trouver une meilleure fagon de trouver le po-
lynéme minimal. On a vu que ap nous a donné beaucoup d’information. Alors,
on cherche un nombre pour chaque matrice qui nous donne d’information sur la

matrice. Il s’est appele déterminant.
Avant il faut parler de permutations et de leurs signatures.

Une permutation de 'ensemble E = {1,2,3,--- ,n} est une bijection de E vers
lui-méme :
1 2 n
o= 1 1
o(l) o(2) -+ o(n)

C’est écrit sous la forme d’un tableau
o 1 2 e n
7= \e() o2 -+ o)

o=(c(1),0(2),...,0(n))
Nous dirons aussi une permutation de n plutot de E.
Il y a ausi la permutation identité

Idg=(1 2 -+ n)
Example 6.1 E ={1,2,3}.

ou bien

On note ’ensemble de permutations de n par &,,.

Il y a n! nombre d’éléments dans &,,.

Etant donné une permutation de n, o(n), nous définissons sa longueur, notée
£(o), comme étant son nombre d’inversions. Plus précisément une inversion de o
est une pair d’éléments (i,7) de E t.q. i < j et o(i) > o(j) et

l(o) =H(i,j) e ExE| i<jeta(i)>a(j)}.

La signe d'une permutation o est noté sgn(c) et est égal & sgn(o) = (—1)%(7).

Example 6.2
c=(3 46 5 1 2 Lo)="9 sgn(o) = —1
Donne une deuxiéme example.

On a tout ce qu’il nous faut pour définir le déterminant d’une matrice carrée!!!
Etant donné une matrice carrée de format n x n.

ailr a2 - Qip

a21 Q22 -+ G2pn
A =[ai] =

Ap1 QAp2 ***  Anpn
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son déterminant, noté det(A4) ou encore

aip a2 - Glp
a21 a2 - a2n
Gp1  an2 e Gnn

est

Z SgN(0)15(1)25(2) - - - Ano(n)-
ceS,

Example 6.3 Soit
ail a2
A= G, ={(1 2),(2 1
Donc le déterminant de A est

ail a2

=segn((l 2))ajiass +sen((2 1))aias; = ai1a22 — a12a
Aol Qoy g(( )) 11022 g(( )) 12021 1122 12@21

Coup de diagonale!!!
Example 6.4

’; __152’:7*—5—(—12*3):—35+36:1

Example 6.5 Soit
a1 a2 13

A: a1 a2 azs 63 = {(1a2,3>7(17352>7(2a1ﬂ3)7(2a371)7(371a2)7(372a 1)}
asy azz2 as3

Donc le déterminant de A est

ailr a2 ais
a1 a2 ag3| =sgn(l,2,3)arnaxsass + sgn(l,3,2)aia3as2
az1 asz2 asg
+sgn(2, 1, 3)aisazass + sgn(2, 3, 1)ai2az3a3:
+ ssgn(3,1,2)aizasass + sgn(3,2, 1)aizassas:
. Nous obtenons
ail a2 ais
a1 @22 (23| = A11022033—011023032—0A12021033+012023031+013021032—0A13022031
azi1 asz ass

C’est trop difficile ca. ..
Alors, on va faire notre coup de diagonale encore!!!

a1 a12 a13 ai1 a12
hN N\ hN
a1 22 a23 a1 22
N\ hN hN
asi a32 ass asi a32
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aiq a2 a3 ari
e e
asq 22 a23 a21
e e e
asi asz2 as3 asi
Example 6.6
1 2 =2
0 2 1 |=1s2%142x124(—2)x0%(—2)—1x1x(—2)—2+0%1—(—2)#2+2 = 2444248 = 16
2 -2 1

Apres 3 x 3, ¢ deviens difficile.

Proposition 6.7 (Prop 4.1)

rieure)
a1 a ay; a1n a1 O o -~ 0
0 ag a2; Q2n a1 a2 o --- 0
Ao | : ool :
0 0 Qg Qin a1 Q2 Qi 0
L 0 0 0 Ann [Gn1l  An2 (2% Gnn

Soit une matrice triangulaire (supérieure ou infé-

alors le déterminant det(A) de A est le produit des entrées sur la diagonale princi-
pale. C-a-d : det(A) = aj1a22 -+ app.

Démonstration. Supposons premierement que la matrice A est triangulaire supé-
rieure. Nous voulongs montrer que dans la somme définisant le déterminant det(A)
de A, la seule permutation qui peut contribuer un terme non nul au déterminant
est la permutation identité Idgy = (1,2,3...,n).

Ainsi, si 0 # Idg, alors il existe un entier ¢ t.q. 1 < i < n et i > o(i). En
effet, il suffit de prendre le plus grand entier ¢ de F t.q. o(i) # i. Pour cet entier
i, nous aurons i > o(i), car 0 = (0(1),0(2),...,0(i),(i + 1),...,n). Mais alors
ais(i) = 0, parce que A est une matrice triangulaire supérieure, et conséquemment
A15(1) - - - Ano(n) = 0 lorsque o # Idg.

Alors det(A) = 11022 ...0np-

Pour inférieure. . .on change quoi? O
Example 6.8
1 3 3 2 1
0 2 3 1 —4
0 0 1 300 —40 |=1%2%x1%x7%x2=28 TxT
0 0 0 7 14,000
0 00 O 2

Etant donné une permutation o de n, la permutation inverse de o, notée o~ !,

est 'unique permutation t.q. 071 (i) = j ssi o(j) = 1.
Example 6.9
o=1(3,52,6,7,1,4) alors 0! = (6,3,1,7,2,4,5)
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6.2. Partie 2.
Proposition 6.10 (Prop 4.2) Soit une matrice carrée A. Alors det(A) = det(AT).

Démonstration. Ecrivons les matrices en jeu

ai; a2 - ai; o Gln bin bz - blj e by
a21 Q22 -+ Q25 ot G2p bor  bap - b2j e bop
A _ . . . . . et AT _
a1 Qg2 o Qg5 0 Qip bii bz - bz’j o b
1An1  Qp2 " Anj - Ann | _bnl bn2 e bnj o bnn_

ol b;; = aj; pour tout i, j.
Si nous calculons le déterminant det(AT) de la matrice transposée AT, alors

det(AT) = Z sgn(0)b1o(1) ** * bpo(n)

cES,

= Z Sgn(a)a‘a(l)l ©Qo(n)n
ceS,

= Z Sgn(a)ala_l(l) ©Upo—1(n)
ceS,

Il faut noter que £(c) = £(c1) et sgn(o) = sgn(c1). En effet, s'il y a une inversion

i < j dans o, alors il y a une inversion o(j) < (i) dans o~ !, car nous avons

i<g;0()>0(j) et o)) <o(i);j>i
Donc

det(AT) = Z sgn(o‘l)algfl(l)--~am,71(n)

o6,

Z Sgn(a_l)alofl(l) T Qpe—1(n)
oc—les,
Z Sgn(g)alo’(l) © Qo (n)
ce6,
= det(A)

O

6.2.1. Opérations élémentaires de ligne ou colonne (§4.2). Nous avons décrit les
opérations élémentaires de ligne avant.

Une opération élémentaire de colonne sur une matrice A consiste a modifier la
matrice A pour obtenir une nouvelle matrice A’ pour laquelle toutes les colonnes
sont les mémes sauf une ou deux colonnes.

(i) Remplacer une colonne par un multiple non nul de celle-ci. Plus exactement
nous remplacons la 7'°™° colonne C; par la ¢'°™° colonne C; multiplié par
le scalaire o # 0. Nous noterons cette opération par C; < aC;.

(ii) Intervertir deux colonnes, plus exactement nous intertissons la i*™¢ co-
lonne Cj et la j°°"° colonne C';. Nous noterons cette opération par C; <+ C;.
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(iii) Remplacer une colonne par cette colonne a laquelle nous avons ajouté un
multiple d’une autre colonne. Plus exactement nous remplagons la '™
colonne C; par la somme de la *°™° colonne C; et de « foir la j°™° colonne

Cj, ot i # j. Nous noterons cette opération par C; < C; + aC}.

Proposition 6.11 (Prop 4.3) Soit une matrice carrée A et la matrice A’ obtenue

de A aprés Uopération élémentaire de ligne ou de colonne Op : A =25 A’. Alors la
relation entre les déterminants de A et A’ est présentée par :

Opération élémentaire Rélations
L+ aL;, ota#0 det(A") = avdet(A)
C; < aCy, od a #0 det(A’) = adet(A)
L, & Lj, o i }éj det(A’) = — det(A)
CiCj,oui#j det(A’) = —det(A)
Li+ Li+aLj, oui#j | det(A) =det(A)
Ci« Ci+aCj, oni#j | det(A") = det(A)
Démonstration. On va pas démontrer cette proposition, mais on va donner indiquer
pourquoi ¢a marche.
Par Prop 4.2, il faut selement faire le travail pour les lignes.
L; < ol
Une ligne est multipliée par a. On va toujours choisir une (et seuelement une)
chose de chaque colonne et ligne. D’oul on va selement avoir une nombre qui est
multiplié par a.
Li 4 Lj
C’est comme on a changé deux colonnes dans la permutation. D’otu le sgn change.
L; < L; + aly
Une matrice carrée M ayant deux lignes identiques o un déterminant nul. (En
effet, on utilise L; <+ L; avec ce deux lignes) C viens du fait que

U1 U1 Uy

det(|a+b|) =det(| a|)+det(| b |)

Un, Un, Up,
O
Example 6.12
12 -2 2 -2
0 2 1]|722_|2 -2 1
2 -2 1 0 2 1
=16

Example 6.13 Utiliser Gauss

W w o
o o N O
O = W o
TN O
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6.2.2. Développement de Laplace (§4.3). On va montrer une autre approche pour
calculer le déterminant d’une matrice carrée

Le mineur de A a la position (i, j) est la sous-matrice de A de format (n — 1) x
(n — 1) obtenue de A en enlevant la ligne i et la colonne j. Noté M;;(A).

Le cofacteur de A d’indice (i, j) est le nombre a;;(A) = (—1)"" det(M;;(A)).

Example 6.14

1 2 =2 0 2
A= 0 2 1 M13(A) = |:2 _2:| 0413(14) = (—1)1+3
2 -2 1

0 2
2 -2

-

Proposition 6.15 (Prop 4.4 - Développement de Laplace) Soit une matrice carrée
A d’ordre n.

(i) (selon la ligne L;) Sii est un entier t.q. 1 <i <mn, alors
det(A) = apnain (A) + -+ - + ainain(A)

(ii) (selon la colonne C;) Sij est un entier t.q. 1 < j <m, alors
det(A) = arjai;(A) + - + anjom;(A)

Démonstration. Rappelons que étant donné une matrice générale :

ai; a2 - aiy o Gl
a21 Q22 - G25 ot G2p
A =
a1 Q2 0 Qg5 Qgn
LAn1  Qp2 - Anj - Gnn |

son dferminant est
det(A) = Z SgN(0)A15(1) * * Ano(n)
ceS,

Pour démontrer (i) il nous faut regrouper

n
= Zaij Z $gN(0)a10(1) - - - A(i—1)o(i-1)A(i+1)o (i+1) - - - Cno(n)
j=1

ocEGy

o(i)=j
Il reste de vérifier que la somme et a;;(A) = (—1)" M;;(A).
Prennons ¢ € 6, t.q. o(i) = j.
On va créer ¢ € &,, ou on bouge notre j. Si i > j, on laisse

o(k) sik>iouk<j
gky=<ok+1) sij<k<i
J sik=j
si j <4, on laisse
o(k) sik<iouk>j
k)= ok—1) sij>k>i
j sik=j

Sij =ialors o = 0. Cest facile & voir que sgn(o) = sgn(o)(—1)""7 = sgn(a)(—1)"*7
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D’ici on va créer o/ € &,,_1.

o(k) sik<jeto(k)<jy
, olk)—1 sik<jeta(k)>j
ok) = o(k+1) sik>jeta(k) <
olk+1)—1 sik>jeta(k)>j
D’ou sgn(o’) = sgn(a) car on a pas changé l'ordre.
Finalement, on a
n
= Qjj Z sgn(a’)(—l)i+ja10/(1) -+ Qno’(n)

Example 6.16 j =1 (i =5)

o = 38641257
o = 13864257
o' = 2753146
O
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7. SEMAINE 7 - 17 OCTOBRE 2017

Practice Examen
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8. SEMAINE 8 - 24 OCTOBRE 2017

Examen
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9. SEMAINE 9 - 31 OCTOBRE 2017

9.1. Partie 1.

9.1.1. Rappel.
(i) Permutation
(ii) Longueur
(iii) signe
(iv) Déterminant
(v) diagonal (2x2 et 3x3)
(vi) Prop 4.2
(vii) Prop 4.3
(viii) Mineur
(ix) Cofacteur

(x) Développement de Laplace

Example 9.1
Lo 03 0 Lo
=0 (—1)""213 1 2| +2%(-1)*T2|3 1 2
30102 305 305
3005
1 01 101
0% (=1)**210 3 0/ +0x(—=1)*20 3 0
3005 31
=2(1%1%54+0%2%34+1%3%0—1%2%x0—0%3%5—1x%1%3)
=2(5—3)
=4

Algebre Matricielle Page 37



MAT1600 Aram Dermenjian

Example 9.2 Deux choses au méme temps!

1 2 -2 5 -1 1 2 -2 5 -1
Lo+ Lo+3L1

3 2 3 -6 2| 2% lo 4 -3 9 -1
0 —1 1 -3 —1|fscha2ly 1 1 3 1

1 0 -1 3 3 0 -2 1 -2 4
2 3 -3 6 -3 0 -1 1 -4 -1
4 -3 9 -1
1 1 -3 -1
_ 141
=107 oy
1 1 -4 -1

4 -3 9 -1
1 -1 3 1
T =2 1 -2 4

-1 1 -4 -1

Ly Li+—4L2 0 1 -3 -5

L3+ L3g+2Lo

Ly~Li+1L; 1 -1 3 1
N 0 -1 4 6
0 0 -1 0
1 -3 =5
= —1x1x(=1)*T -1 4 6
0 -1 0
1 -3 =5
=|-1 4 6
0 -1 0
1 =5
- _ _1)3+2
=—1x(-1) 1 6'

9.1.2. Déterminant et inverse (§4.4).

Proposition 9.3 (Prop 4.5) Soit A et B, deuz matrices carrée de méme ordre.
Alors det(AB) = det(A) det(B)

Démonstration. On va illustrer une preuve avec les matrices carrées d’ordre 2. Soit

a1 a2 0 0
air a2 bi1 b2 a1 azx 0 O
|: :| |:b21 b22:| ¢ -1 0 b11 b12

a;n a2 0 a1 a2 0
det(M) = bll(—1)6 as21 a929 0|+ bgl(—1)7 as1 Q922 0
0 =1 by -1 0 b
= b11b22 det A— b21b12 det A
=det Bdet A

Nous pouvons aussi utiliser les operations élémentaires de ligne :

(1) Ly« L1+ a1L3
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(11) L2 < L2 + a21L3
(iii) L+ Li+ a0l
(iV) Lo+ Lo+ agsoly

0 0 (anbi1r +aizbar) (ai1biz + a12be2)

{0 0 (a21bi1 + az2b21)  (a21bi2 + agebe2)
det(M) = 1 0 by by
0 -1 ba1 bao

0 (@11b11 + a12b21)  (a11b12 + a12b22)
= —1(=D*| 0 (ag1bi1 + agebo1) (az1b12 + azbeo)
-1 boy bao

— _1(—1)(—1) (a11b11 + a12b21)  (ar1biz + a12ba2)
(021511 + &22521) (&21512 + a2zb22)
= det(AB)

O

Corollary 9.4 (Cor 4.1) Soit une matrice carrée inversible A. Alors det(A) # 0
et det(A™Y) = o4+

Démonstration. Car A est inversible, alors il existe A™! t.q. AA=! =1,. Dot 1 =
det(I,) = det(AA™!) = det(A)det(A~1). Donc det A # 0 et m = det(A71),

comme nous voulions montrer. O
Example 9.5 det

= 0 Donc A n’est pas inversible

On veut montrer la réciproque.
La matrice matrice adjointe de A, notée adj(A) est définie :

an(4) an(d) - an(A)]"
az1(A)  az(d) - azn(A4)
adj(4) = | . : . .
anl(A) [e%75)) (A) T O[nn(A)
Example 9.6 Soit
01 3
A=1[1 0 3
301
o3 13 [1o]"
0 1 31 (3 0 T
13 |0 3 0 1 0 & 0
adi()==1g 4] |3 1] “|3 o =L 2 3
13 o3 o1 503 1
0 3 13 10
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On observe que

0 1 3 0 -1 3 8 0 0
Aadj(A)=1]1 0 3 8 -9 31=10 80
3 01 0 3 -1 0 0 8
Aussi ~ _ _ _
0 -1 3 0 1 3 8 0 0
adj(A)A=1] 8 -9 3 1 0 3|=]0 820
0 3 -1 3 01 0 0 8
De plus!
0 1 3
1 0 3|=8
3 01
Proposition 9.7 (Prop 4.6) Soit A une matrice carrée d’ordre n. Alors
Aadj(A) = adj(A)A = det(A)I,
Démonstration. On va faire une preuve par example ou n = 3. Soit
air a2 a3
A= laz1 ax a3
aszr az2 433 |
Alors
- T
a2 Aa23 _ @21 Q23 a1 a2
asz ass asr ass asy @32
. a an: a a a a
adj(A) = |- 12 Q13 11 a3 _|a1r a2
asz2 as3 asy ass asr  as2
a2  ai3 _ |41 a13 ai a2
L |@22 @23 az1 Q23 az1  a22
Faisons A adj(A). Premiére ligne et colonne.
ailr a2 aig
_ G2  A23 a12 a13 Q12 Aa13
21 Q22 Q23| = a1 — a2 + ais
agz2 ass agz2 ass Q22 A23
asr as2 33
Premiere ligne, deuxiéme colonne :
air a2 a3
_ a21 23 a1 ais a1 as
a1l a2 ai3| = —ai +a ais
a3y ass asi 33 a1 ag3
asy as2 as3
Donc, on aura
a1l aiz2 ai3 a1l a2  G13 ai1  aiz2 a13
a21 G2 Q23 ail a1z a3 a21 G2 Q23
as1 a3z @33 as1r as2 as3 ailr a2 a3
a1 @G22 a23 aix a2 aig aix a2 aisg
Aadj(A) = ||ag1 a2 a23| |a21 a az3| |az1 aze a3
aszy asz2 ass asyp Qasz2 ass Q21 Q22 asg3
asr a3z @33 ail a1z a3 air a2 a3
a1 G2 Q23 asr asz2 as3 a21 G2 Q23
||@31 a3z ass a3l Qg2 as3 as1 azz asz||
Mais, ¢a s’est exactement det(A)I3. O
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Corollary 9.8 (Cor 4.2) Soit une matrice carrée A d’ordre n. Si le déterminant,
det(A) # 0, alors A est inversible avec inverse

_ 1
A= der(a) 24

Démonstration. Aadj(A) = adj(A)A = det(A)I, nous donne :

Al adja)) = (-~ adja)) 4 =1,
det(A) det A

Donc, si det(A) # 0 on a que A est inversible avec inverse

_ 1 .
Al = madJ(A)

) 0 -1 3
A1 adj(A)==|8 -9 3
det(A) 0 3 —1

9.2. Partie 2.

Corollary 9.10 (Cor 4.3 - Régle de Cramer) Soit une matrice carrée A d’ordre n
dont le déterminant det(A) # 0 et une matrice B de format n x 1. Alors le systéme
de n équations linéaires a n inconnues :

T
T2
AX=B ou X=|,
Tn
a une et une seule solution
51
52 det(A;)
X, = ) = J
OT | %" T Get(A)
Sn
ot Aj est la matrice obtenue de A en remplagant la 5™ colonne de A par B.

Démonstration. On a vu que, parce que det(A) # 0, A est inversible et A™1 =

#(AU adj(A). Comme A est inversible AX = B a une et une seule solution (Prop

2.2.ii) :

2 248 - 2]

_ 1 . 1 Q21 Q22 Tt Qop )

Xo=A"'B= det(A) adj(A)B - = det(4) | : : [bl by t bn
an1(A) apa(A) - apn(A)

Donc, on aura
5. — Oélj(A)bl + OéQj(A)bg 4+ 4+ Oénj(A)bn . det(Aj)
T det(A) ~ det(A)
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en utilisant le développement de Laplace selon la j™¢ colonne pour le calcule du
déterminant de A;. |

Example 9.11 Soit le sys d’éq lin suiv :

2 1 07 [z1 1
-1 0 1 To| =
3 0 1 T3 3
on a
2 1 0
-1 0 1|=4
3 0 1
Donc AX = B a une et une solution.
51
Xo = |s2
s3
t.q.
1 1 0
2 0 1
B det(A;) B 3 0 1 B 1
17 det(A) 1 1
2 1 0
-1 2 1
5y — det(A2) - 3 3 1 _ g
7 det(4) 4 1
2 1 1
-1 0 2
o det(As) B 3 0 3 _9
57 det(4) 4 T4

Avec interpolation !
Rappelons : Etant donné une fonction f(x) pour laquelle nous connaissons n+ 1

valeurs : f(zo)... f(zn) aux (n + 1) points distincts : g, ..., x,. Nous cherchons
a déterminer un polynéme P(x) = ag + a1z + - -+ + a,z™ de degré n pour lequel
P(xg) = f(z0),...,P(zn) = f(zn). Avec ce polyndme P(x) nous pouvons interpoler

la fonction f(z) au point = a par P(a).

ap + a1zo + - anzy = f(xzo)

ag+arxy + - aniL’? = f(:vl)

ap + a1x, + anmz - f(xn)

On a déja les x, et les seuls variables qu’on sait pas sont les a;.
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n | @0 f (o

1 =z x% ceexg a fgz;
1 xy z2 - v ! !
P Y laz| = | flx2)

b o amb o] e

On a utilise I'algo Gauss Jordan pour trouver les variables. Cette fois, utilisant
la regle de Cramer.

Proposition 9.12 (Prop 4.7) Soit (n+ 1) points distincts : xg, X1, Ta, ..., Tn.
Alors

1 zg 2% - af

1 @ 22 - ay

=(zx1—x0)...(xn—x0)(x2—21) ... (T —21) ... (T —Tp_1)
1z, 22 - an
O1 sous la forme abrégée :

IT @ —=)
0<i<j<n

De plus ce déterminant est # 0.
Démonstration. En effectuant C; < C; — x9Cj—1 de j = n+ 1 jusqu’a j = 2 on
aura :

1 zg a3 - apt 1 0 0 e 0
1 o 22 - af 1 zy—29 wx1(z1—x0) - m?fl(xl — 1)
1z, 22 - an 1 2n—20 Zn(Tn—z0) - 2" Yz, —w0)

Maintenant faisons L; < (x; — x9) ' L; pour chaque i > 1. Avec le développement
de Laplace, ¢ca nous donnera :

2 n
1 =z 25 - 10 0 0 )
1 @ 22 -0 ay 11 = - 2]
. . :(xl—xo)...(xnfxo) . . . .
1 z, 22 xl 11 =z, an—l
2 n—1
1 2z % ] X
1 xy a3 xy
:(5101—350).~(35n—330) . . .
2 n—1
1 zy, x, --- x
Mais, par récurrence on sait que c’est égal a le formule. Donc on est finit. O
Donc, notre solution sera :
2 Jj—1 Jj+1 n
L oxo zg - x X f(xo) x0+1 zg
2 J— J n
1o 2?2l flan) ot e a
2 j—1 41 n

(s)) = a; =
’ ! Hogz‘qgn(%‘ — )
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Example 9.13 Prennons ’example qu’on a déja fait. Soit une fonction f(z) t.q.
ses valeurs aux points 0, 1, et 2 sont :

Nous chercons P(z) tq P a degré 2 et t.q. P(0) = f(0), P(1) = f(1),et P(2) = f(2).
On cherche ag, a1, et as t.q. le systéme d’équalities sont vrai :

ao + ar1zo + azx? = f(xo)
ag +a1r1 + a2$% = f(x1)

ap + ai1rs + aﬂ% = f(x2)

Le déterminant de la matrice est :

1 00
11 1|=1-0(2-0)(2-1)=2
1 2 4
D’ici on a
1 0 0 1 1 0 1 0 1
-2 1 1 1 -2 1 1 1 -2
_324_1 _13 _7_123_4
apg = D) = la; = 9 = —f(ag = 2 =

D’ott on a 'unique polynéme d’interpolation
P(z) =42 — Tz + 1
Exactement le méme!!!
MAIS!!! On peut simplifier de plus! On cherchera un moyen d’écrire : P(x) =

Z?:l [(x;) Pi(x).

Faisons avec n = 2. En utilisant le développement de Laplace.

f(zo) =m0 af 1 f(zo) af L xo f(wo)
f(z1) a1 a3 1 flzy) af I oz f(x1)
. f(z2) @ a3 1 flzg) a3 o |1 x2 f(x2)
iP(z) = : ~tz : Stz : :
H0§i<j§n(‘r.7 — ;) H0§i<j§n(xj — ;) H0§i<j§n(xj — ;)
2 2
P(l‘) _ f(l'o) x1 SU% —r 1 x% 2 1 x1
[o<icjcn(j — i) [|Jz2 23 1 a3 1 @
n f(z1) Cwo g Y 1 ozg| o]l =
[o<icj<n(@i — ) xy T3 1 a3 1 @
N flx2) [mo x§ B ‘1 m§ e 1 xo}
Hogiqgn(%‘ —x;) |21 2y I af 1
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Ou encore :
1 z 2?
P(z) = f(o) 1z a3
Hogiq‘gn(%‘ — ) 1 xo 22
1 zo a2
+ f(@1) 1 z 2°
H0§i<j§n(xj — ;) 1 2 a2
1 x9 x%
+ f(JJz) 1 x%
Hogi<j§n(1’j — ;) 1 z 22

Proposition 9.14 (Prop 4.8) Etant donné une fonction f(z) pour laquelle nous

connaissons n + 1 valeurs : f(xo), f(x1), ..., f(zn) auz (n+ 1) points distincts :
To, T1, T2, - .., Tn, alors il existe un et un seul polynéme P(x) = ag+ a1z + azx® +
<o+ apx™ de degré n pour lequel P(x;) = f(x;) pour tout i. Ce polyndme est égal d
1z x% g
1 = x? 7
1 oz zf Ty
1 =z x? "
1 @i @iy Ty
. : 3 :
1 =z, x T
P(z) = T = -
N
1 x; 22 !
1z, 22 Ty

Formule d’interpolation de Lagrange :

(z—zo)(x —21) (T — 1) (= Tiy1) - (T — 70)

P(x) B ; f(xl) (fz - xo)(wi - ml) T (ifz - $i71)($i - $i+1) s (ifz - xn)
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10. SEMAINE 10 - 7 NOVEMBRE 2017

10.1. Partie 1.

10.1.1. Rappel.
(i) Prop 4.5
(ii) Cor 4.1
(iii) Matrice Adjointe
) Prop 4.6
(v) Cor 4.2
(vi) Cor 4.3

(iv

10.1.2. Géométrie vectorielle (§5).

10.1.3. Géométrie Vectorielle dans le plan et Uespace (§5.1). On étudiera les vec-
teurs dans le plan E? et I’espace euclidien usuel E3. Fixons une origine O.
Pour chaque point P de E on peut lui associer le segment de droite orienté

reliant ) & P. On note ce dernier par OP. On appelle sa un vecteur géométrique.

Ainsi un vecteur géométrique a une longueur, noté ”Oﬁ ’, et une direction : la

droite contenant le segment de droite. L’ensemble de vecteurs géométriques de F
est noté par Vect(E).

0z 0a 06 08

régle du parallélogramme : étant donné deux vecteurs géométriques O? et O@
Le parallélogramme et celui ayant comme cotés ce deux vecteurs

o5 1 s 2 25 3

La somme de O?et@ notée O? + Oﬁ est la diagonale de parallélogramme.
Multiplication par un scalaire « est notée aOP et c’est definie comme :
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— si a > 0, alors aO? est 'unique vecteur dans la méme direction que O?
et de longueur o X HO?H

— si @ <0, alors QO? est I'unique vecteur dans la direction opposée a celle

de OP et de longueur |af x 07“

—10Pp O P 90p

Proposition 10.1 (Prop 5.1) Soit ﬁ%, @, et ﬁ? des vecteurs géométriques et
«, B des scalaires. Alors

(i) OP + 00 = 00 + OP
(ii) (OP + 0Q) + Ok = OP + (00 + OR)
(iii) OP + 00 = OP
(iv) OP + (—1)0P = 00
(v) 10P = OP
(vi) a(ﬁg + @) — aOP + a(ﬁ
(vii) (a+ B)OP = aOP + BOP
(viii) (aB)OP = a(OP)
(iz) 00P = 00
Une combinaison linéaire de n vecteurs est un vecteur géometrique de la forme

— — —
O[lOP1+OZQOP2+"‘+O[nOPn

Proposition 10.2 (Prop 5.2) (i) Soit deux points Py, Py du plan E? t.q. O,
Py et Py sont distincts et non colinéaires (pas sur une méme droite). Alors
tout vecteur géométrique OP est une combinaison linéaire des vecteurs
OP; et OP,, c-d-d, il existe c1 et co uniques t.q.

O? = 610P1 + CQOPZ
(ii) Soit trois points Py, Py, Py de l’espace E3 t.q. O, Py, Py et P3 sont distincts
et non coplanaires (pas sur un méme plan). Alors tout vecteur géométrique

OP est une combinaison linéaires des vecteurs OPy, OP, et OP3. C-a-d
qu’il existe des scalaires ¢y, co et c3 uniques t.q.

SN —
ﬁ =c10P; 4+ 0Py + c30P;5.
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Démonstration. Preuve par dessin

(i) On peut considérer la droite App, contenant O et P; et la droite App,
contenant O et P,. Comme O, P; et P> sont non colinéaires, ces deux
droites sont distinctes. On peut tracer la droite A; parallele & Ap p, passant
par P, ainsi que la droitte Ag parallele & App, passant par P. On aura
ainsi un parallélogramme ayant O, P;, Ps, et P pour sommets. Par la régle
du parallélogramme, on obtient qu’il existe des scalaires c; et co uniques
t.q.

OD = ¢,0OP, + ¢,0P,

(ii) On peut considérer le plan IIpp, p, contenant O, P; et Ps, le plan Ilop, p,
et le plan IIpp, p,. Comme tous les points sont non coplanaires, ce trois
plans sont distincts. On peut tracer le plan II;5 parallele a Il p, p, passant
par P, le plan Il;3 et le plan II>3. On aura ainsi en considérant les six plans,
un parallélipipede ayant entre autres O, Py, P>, P3 et P pour sommets.
Par la regle du parallélogramme, on obtient qu’il existe des scalairs ¢y, co
et c3 uniques t.q.

— —
O? =c10P; 4+ 0Py + c30P;.

Ca se permet de construire des matrices pour les vecteurs!!!
Soit I’ens de deux points {P;, P,} = B du plan E? t.q. O, Py et P, sont distincts

et non colinéaires.
{?j :| |:01:|
B

2
ou O? =c10P; + co0P;.
On peut faire le méme chose pour E3.
La matrice [O?} 5 est appelée la matrice des coordonnées de O? relativement a
B. B est une base de l’espace E.

Il faut que B est un ensemble ordonné, sinon on aura plusieurs fagons de écrire
la matrice.

Proposition 10.3 (Prop 5.3) Soit B une base de l’espace E = E™ otin =2 ou 3
et RY est ’ensemble des matrices de format nx 1 dont les entrées sont des nombres
réels. Alors la fonction

Vect(E) — RY définie par 0P [O?]B
est bijective. De plus on a

o7 03], = [07], 09, « [o07], = [o7),

pour tout O?, 07)2 € Vect(E) et a € R.

10.2. Partie 2. Si on choisit notre base B t.q. chaque vecteur est de longueur 1 et
perpendiculaires deux-a-deux entre eux, on dit que B est une base orthonormée.
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Proposition 10.4 (Prop 5.4) (i) Soit B = {O—P1>,O—}DQ>} une base orthonor-

mée de E? et un vecteur géométrique 07 St la matrice des coordonnées
de O—}% relativement d la base est

o7, [¢]

C2

alors la longueur HO7H de OP est égale d \/c3 + c3.
(ii) Hﬁ" = /el + 3+ .
Le produit scalaire des vecteurs O? et @, noté O?Oﬁ, est défini comme étant
ﬁ . Oﬁ =c1dy + 02d2(+63d3)

D P
avec la base orthonormée B = {OPl, OP;(, OP3)} et ol

C1 dl
o, -[ 2] oo, [
5 (c3) 5 (ds)

Donc, on a

|o7| = vor-or

On définit ’angle 0 fait par O? et Oﬁ comme étant ’angle fait par la demi-droite
Ap d’origine O et passant par P avec la demi-droite Ag. Donc 0 < 6 < 7.

Proposition 10.5 (Prop 5.5) Soit deux vecteurs géométriques 04})3 et @ de
E = E? ou E® et dont Uangle entre euz est 8, alors

o7 5% = |07 ] s

Démonstration. On fait E3. 1l faut utiliser la loi des cosinus pour les trianglesi
(c¢? = a® +b? — 2abcos(6)). Notons Ok I'unique vecteur t.q. OP + OR = 0Q. Donc

o] = o7+ -210r1 0t

— s —
SiB= {OPl7 OPs, OPg} une base orthonormée de E? et les matrices des coordon-

nées de O? et @ relativement a la base B sont

1

98] = || o 03] = |a

c3 d3
alors
di —c1
0], = [08], - [07] = |-

Remplagons ces trois vecteurs dans notre formule :

(di—c1)?+(da—c2)?+(dz—c3)? = (G +c3+c3)+(di+d5+d3)—2¢ /3 + & + 3 \/d% + d3 + d3 cos(0)
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Apres magie :

c1dy + cady + czdz = \/C% +c3+ cg\/d% + d3 + d3 cos(0)

o7 5% = o] 2] st

C-a-d :

O
Deux vecteurs géométriques O? et @ sont orthogonaux/perpendiculaires entreu
euxssiﬁ~0 =0.
Example 10.6

(0P| =12 5 4 [0Q] =[1 -6 3

O? . O@ = 0 donc perpendiculaires entre eux.

Le produit vectoriel des vecteurs (ﬁ et O@, noté O? X (ﬁ , est défine
s s s
(ngg - 03d2)0P1 - (Cldg - C3d1)0P2 + (Cldg - Cle)Opg.
C-a-d:
(cads — c3da)

—(c1d3 — c3dy)
(C1d2 - Czdl)

o7+ o0)

B =
Une facon plus facile :

O?X@: c1 C2 c3

dl d2 dg
Avec Laplace
|2 c3 —>_ C1 C3 e C1 Co| ==
~|de ds O~ dy ds OF; + di do OFs
Example 10.7
(ﬁ)’x(ﬁ: 2 3 4
-1 —6 5
3 4| == 2 4| == 2 3| ==
=16 5’OP1—‘_1 5‘OP2+‘_1 _6‘0133

Remarque
(OP x 00) - OP = (39)(2) — (14)(3) — (9)(4) = 78 — 42 — 36 = 0
et
(OP x 00) - 00 = (39)(—1) — (14)(—6) — (9)(5) = —39 + 84 — 45 =0

Une base orthonormée est dite orientée selon la régle de la main droite si nous
écrasons le vecteur OP; sur le vecteur O P, avec notre main droite, alors le pouce
de cette main droite est dirigé dans le sens de OPs.
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Proposition 10.8 (Prop 5.6) Soit deuzx vecteurs géométriques ﬁ% et @ non nuls
de E? t.q. les trois points O, P, Q sont distincts, non colinéaires et dont l’angle

entre eux est 0. Alors OP x OQ est l'unique vecteur orthogonal aux deuzr vecteurs
O? et Oﬁ de longueur Hﬁ X Oﬁ“ égale a l'aire du parallélogramme de cotés ﬁ

53, o 7] |

droite.

sin(f) et dont le sens est obtenu par la régle de la main

Démonstration. Dans le livre |
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11. SEMAINE 11 - 14 NOVEMBRE 2017
11.1. Partie 1.
11.1.1. Rappel.

) Vecteur géometrique
) Longueur
) Direction
) Regle du parallélograme
) OP + 00
) Prop 5.2
(vii) Base
i) Matrice des coordonnées de ﬁ rel. a B
) base orthonormée
) Prop 5.4
) Produit scalaire
) prop 5.5
) Perpendiculaire
(xiv) Produit vectoriel
C’est difficile pour eux de comprends les choses pour ce jour. Donc allez lentement

et essayer de donner des indices

11.1.2. Droites et plans dans E3 (§5.2). Commencons avec une base orthonormée

B. Pour chaque point P dans E® on peut associer le vecteur géometrique OP.
Il est bien connu qu’étant donné deux points distinct P et @ dans E? il existe
une droite unique passant par ces points.

Example 11.1 Donne une exemple dans E? ou tu dessine une droite entre deux
points.

<++> Pour le construire :

(i) Créer un vecteur direction de la droite Apg.

To — I
[B}Bz(ﬁ—(ﬁ: Y2 — Y1
zZ9 — 21

(if) Créer les équations paramétriques de la droite Apq :
=21+ (@ —z)t y=y1+ -yt z2=2+ (22—
ou t est un scalaire quelconque.

Alors pour chaque point R = (xg, Yo, 20) il existe un scalaire unique ¢
t.q. g = x1 + (z2 — 21)t0, ete.

Notons que ce deuxiéme exige pas nécessairement deux points. On peut créer

une droite en utilisant [B} 5 et une seule pointe pour le debut.

Example 11.2 Example sur sage

Algebre Matricielle Page 52



MAT1600 Aram Dermenjian

Rappelons qu’étant donné trois points distincts non colinéaires, il existe un plan
unique Il pgr passant par ces points. Soit P, (), R. On aura besoin de deux vecteurs

directeurs 171> = @ — O? et 5; = O? — O?

To — I r3 —T1

— —

{Dl}s = |y2— et [Dz]B = |ys—
Z2 — 21 Z3 — 21

Les équations paramétriques du plan Ilpgr sont
z=x1+ (2 —21)u+ (T3 — 21)V
y=y1+ (Y2 —y)u+ (ys —y1)v
z=2z14+ (22 —z1)u+ (23 — 21)v
On peut voir que P, ), R sont colinéaires ssi D—; = cl’)? pour un scalaire
c.

Example 11.3 Exemple dans sage

Comme on a enlevé le ¢ pour la droite, on peut faire le méme chose pour le plain
en enlevant le u et le v. Fixons

T2 —T1 = Qg To —T1 = Qg
— —
{Dl}g Yo —y1 =P | et [Dz}s =|y—uy=75
22— 21 =M 29 —R1 =172

On sait déjém_c;ue au moins un entre ag, 81,71 7 0 et le méme pour s, B2,v2 # 0.
_>
Donc Dy x Dy # 0.
01 = B1v2 —71P2 # 0, 0u 2 = Y10 — 172 # 0, ou 63 = 1 B2 — frag # 0
On aura
1
= =
|:D1 X D2:| = 52
B s
3
D’ici, on peut voir qu’on aura le sys. d’éq lin :
r=x1+aiu+ av
y=y1 + Biu+ v
zZ=2z1+ 71U+ y2v

Donc, notre matrice augmenté sera

oy ag | (x—1x1) |1 0 *
Bi Bo| (y—wy)| —> |0 1 *
Mmoo | (2—21) 0 0| (d1(x— 1)+ 02(y —y1) +d3(2 — 21))/93

Donc, on aura une seule solution si et seulement si
61(x — 1) + 62(y — 1) + d3(2 —21) =0
(on cherche si (z,y, z) est dans le plan).

Proposition 11.4 (Prop 5.7) Soit trois points distinct non colinéaires P =
(z1,91,21), Q = (w2,Y2,22) et R = (x3,y3,23) de Uexpace E3 et llpor lunique
plan passant par P, Q et R. Soit aussi les vecteurs directeurs D1 = @ - O? et
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_>
Dy = O—é — O—}>’ du plan llpgr dont les matrices de coordonnées relativement a la
base B sont

To — T aq T3 — 1 a2
— —
{Dl}s =|lp—wn|=|5h et [Dz}B =|y3s—y1| = |52
22— 21 et Z3 — 21 Y2

Notons la matrice des coordonnées relativement a la base B du produit vectoriel
D1 X DQ par

- =
[Dl X D2:| = 52
Fols
3
Alors un point (z,y, z) de E3 appartient au plan Ilpgr ssi
61(33 — 1‘1) + (52(y - yl) + (53(2’ - 2’1) =0
—_— = A .
De plus le vecteur Dy x Dy est perpendiculaire au plan Ilpgr.

Démonstration. Dans le livre (il faut vérifier le mré).

Pour vérifier que 171> x Dy est perpendiculaire au plan IIpgg Il faut montrer
que le produit scalaire avec un vecteur sur le plan IIpgr nous donne 0. Soit S =
(7,y,2) € E3 et considérons le vecteur O? O—}g Ce vecteur est parallele au plan
Ilpgr si S € llpgr. La matrice des coordonnees de ce vecteur relativement a la
base B est

r — I
[O?*O?} = 1Yy —un
B zZ—z
Le produit scalaire est égal a:
r — T
D1><D2 (ﬁ 0? Ny—vy1| =0(r—z1)+02(y—y1) +3(z—21) =0
(53 zZ— 2z

— =
Donc S € Ilpgr ssi le produit scalaire est égal & zéro. Ainsi, (D1 x Ds) est per-
pendiculaire au vecteur (O? — O.}>’) est parce que ( O? OP) est paralléle au plan
IIpor on a que (D1 x D) est perpendiculaire au plan. ]

11.2. Partie 2.

Example 11.5 Dans sage on a utilisé les points P = (2,3,0), Q = (1,-2,1),
R =(4,1,—1). On a aussi vu que les vecteurs directeurs sont

1-2 -1 4-2 2
[Bﬂ —|—2-3|=|=5 [Eﬂ —l1-3]=]=2
5 1-0 1 B 1-1-0 ~1

Donc la matrice de coordonnées du vecteur D x Do relativement a la base B est

(=5--1)—(1-=2))] [7
[ETXBZ}; (-1 -1 -@-1)] = |1

((-1-=2)—(1--5)) 12
Donc I'équation du plan IIpgr est

T(x—2)+ (y —3) +12(2)
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Essayons avec S = (13,22, —8)
7(13 — 2) + (22 — 3) + 12(—8) = 7(11) + 19 — 12(8) = 77 + 19 — 96 = 0

- =
Le vecteur Dy x Dy n’est pas le seule vecteur qui est perpendiculaire au plan

m
IIpgr En effet si [ﬁ} 5 72 | est perpendiculaire au plan II, donc

3
m(z —z1) +n2(y —y1) +n3(z —21) =0
11.2.1. Droites dans le plan E* (§5.3). On a travailler dans E3, mais maintenant

on travail dans E2. C’est un peu comme E3.
Commencons avec deux points P = (z1,y1) et Q = (z2,y2) de E? et Ap

I'unique droite passant par P et Q). Le vecteur direction de Apg est D = OQ — O
. Xro — I (6%
avec matrice =
[@/2 - 91] {ﬂ]

Donc les équations paramétriques de la droite Apg sont

r=x1+at

y=uy1+pBt
Si on suppose que a # 0 on aura
x— x—x
=T sy =5 (TS ) = e o) - aly - ) =0

Donc, dans une fagon similaire on a

Proposition 11.6 (Prop 5.8) Soit deuz points distincts P = (x1,y1), Q = (x2,y2)
du plan E? et Apg lunique droite passant par P et Q. Soit le vecteur direction

D= O@ - O? de la droite Apg dont la matrice de coordonnées relativement d la

base B est
A=) - ]
B |Yy2—wu B
Alors un point (z,y) € E? appartient d la droite Apg ssi
Blx—z1) —aly —y1) =0

De plus le vecteur ﬁ dont la matrice de coordonnées relativement a la base B est

[ﬁ}s = {—5@} est perpendiculaire @ la droite Apg.

Example 11.7 Soit P = (1,3) et Q = (—1,2) de E?. Alors les équations paramé-
triques de Apg sont

r=1+(-1-1)t=1-2¢
y=3+(2-3)t=3—t

Le vecteur direction B sera,
-1-1 -2 o
B, [25] - - )

Alors, Apg a l’équation —1(x — 1) +2(y — 3) = 0. Equivalent & y = % + %m
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12. SEMAINE 12 - 21 NOVEMBRE 2017
12.1. Partie 1.
12.1.1. Rappel.

P=(z1,y1,21) Q= (22,y2,22) R=(23,93,23) tUUER

Espace E3 E?

Quoi Apg Apg
Directions B = (ﬁ — O? D1 O% O O@ C

D2
Equations parametrique | = = z1 + (g — 1)t x =z + (22 — xl)u + ( XT3 — T1)V x =z + (22 —
y=y1+ (y2 — )t y=vy1+ Y2 —y)u+ (ys — 1) y=vy1+ (y2 -
z=2z1+ (22— 21)t z=z1+ (22 —2z1)u+ (23 — z21)v

Equation | £t = =22 Gi(x—m1) +02(y —y1) +03(2 —21) =0 12— 1) + 02(y -

(i) Prop 5.7

(ii) Prop 5.8

(iii) Prop 5.9
12.1.2. Distance entre un point et un plan (§5.4). Tout & bord, fixons une origine

) e 5 . .
O et une base orthonormée B = {OPl, OP;, OPg} de E”, orientée selon la regle de
la main droite. Soit un point P = (z1,y1,21) € E>.
On veut calculer la plus courte distance entre P et un plan II. Disons que un
point (z,y, z) € E? appartient au plan IT ssi 7y (z —20) +72(y —vo) +13(2 — 20) = 0.
m

Donc le vecteur directeur est [ﬁ} 5 n2| et (xo,Y0, 20) = @ est un point dans
3
II.
T i)
— —
Donc, prennons M = 077 — Oﬁ d’ou [M]B = |y1 — Yo
Z1 — 20

Définissons le point R par (ﬁ = (ﬁ + ﬁ
Considérons le plan I’ de E? contenant P,Q, R.

P

_>
Donc la distance qu’on recherche est égale a ’MH |cos(6)| ou @ est ’angle entre

les vecteur ]\_Z[> et ﬁ_} N
Rappelons que M - ﬁ = HM” HN)“ cos(f) nous donne :

‘M ﬁ’ I (z1 — x0) + n2(y1 — Yo) + n3(21 — 20)|

HﬁH Vi +ng +n3
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Proposition 12.1 (Prop 5.9) (i) Fizons une origine O et une base ortho-
normée B de E? orientée selon la régle de la main droite. Soit le vecteur

non nul dont la matrice de coordonnées relativement a la base B est

3
un point Q = (zo,Y0,20) de E3 et le plan 11 de E3 contenant Q et pour
lequel ﬁ est perpendiculaire a 11, c-d-d
m(@ — o) +n2(y — yo) +n3(z — 20) = 0.

Etant donné le point P = (v1,91,21) € E3, alors la distance entre le point
P et le plan 11 est égale a

In1(z1 — x0) + n2(y1 — Yo) + n3(21 — 20)|

Vi 45 +n3

(ii) Fizons une origine O et une base orthonormée B de E*. Soit le vecteur Z_\/2
non nul dont la matrice de coordonnées relativement a la base B est

¥, [2]:

un point Q = (z0,y0) € E? et la droite A de E? contenant Q et pour lequel

est perpendiculaire a A, C-d-d :
m(z —xo) +n2(y — yo) = 0.

Etant donné le point P = (v1,91) € E?, alors la distance entre le point P
et le plan I1 est égale a

Im(z1 — x0) +n2(y1 — yo)|

VL A5

Démonstration. On a déja fait (i). Le deuxiéme a un approche similaire. O

Example 12.2 Soit le plan IT de E? d’équation 2z + 3y — 7z + 6 = 0 et le point
P =(0,0,0) de E3. Alors la distance entre I et P est :
12(0) + 3(0) — 7(0) + 6] 6 G
2 1321 (_7)° 4+9+49 63
Example 12.3 Soit la droite A de E? d’équation y = 27”” fg et le point P = (2, 3)
de E2. Alors il faut changer notre équation :
2 6
= Ty =2 —6=2—Ty—6=0
7 7
Alors la distance entre A et P est :
2(2) —7(3)—6] |4—21—6] 23
22 1 (—7)2 /53 V53

12.1.3. Espaces euclidiens (§6).

Y
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12.1.4. Vecteurs lignes et vecteurs colonnes (§6.1). A ajouter : Definition de Espace
vectoriel

R} I'ensemble des vecteur-lignes : [:cl To - a:n]
X
T2

R” I'ensembles des vecteur-colonnes :
Tn

Faire attention : Dans le livre, il n’est pas toujours parfait avec les vecteurs. Il
change ’espace beaucoup

— —
Notons par 0 le vecteur nul : c-a-d : 0 = 01, pour R} et 0 = 0,,%x1 pour R}.

Proposition 12.4 (Prop 6.1) Soit V =R} ou R, des vecteurs U, U, W deV
et des scalaires o, B dans R. Alors

(i) U+7 =7+
(ii) (U +V)+ W =4+ (7 + )
(iii) @+ 0 = 7.
(i) T+ ()T =0
() 14 =.
(i) o(d + V) =atd +a¥
(i) (a+B) W =ad +
(viii) (aB) T = a(BT)
(ir) 07 = 0
Le précedent fonctionne aussi en prennant les transposées de tous les vecteurs.

une combinaison linéaire des k vecteurs F]), 172, e ﬁ pour un vecteur U est
un vecteur de la forme

U = 107 + asv3 + - + i,
Example 12.5 Soit les trois vecteurs de R}
ui=[1 -2 -3 0], wB=[5 -9 -17 0], w=[4 4 7 3].

Est-ce que le vecter U = [ 8 —25 —49 -3 } une combinaison linéaire des
vecteurs ﬁ, @, 17>3 ?
Dong, il faut trouver des scalairs t.q

— — —
7 = V] + Vg + 33

C-a-d i

1 5 4 8

—2 =9 4 | [M] | -25

3 17 7 | [*?| T | —49

0 0 3L -3

Donc, on aura

1 5 4 8 ] 1 0 0]-3
-2 -9 4|-25 | me | O 1 0] 3
-3 —17 7| -49 00 1|-1
0 0 3| -3 | 00 0| 0
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Ainsi
a1 =-3, ax=3, as=—letd =—301 + 303 — 103

Example 12.6 Soit les quatres vectuers de Rg’
vi=[1 -1 -1],u=[-12 -1],55=[1 -1 0], vi=[-3 3 3]
Est-ce que le vecteur @ = [ 5 —7 0 ] une combinaison linéaire ?

Dong, il faut trouver des scalairs t.q.

U =1 0] + asv3 + asvh + asv;

C-a-d

1 -1 1 —-371|*
a9

-1 2 -1 3 = | =7
ag

-1 -1 0 3 0
Oy
Donc, on aura
1 -1 1 -3 5 1 0 0 =3 2
-1 2 -1 3|-7|™5]10 10 0]-2
-1 -1 0 3 0 0 0 1 0 1
Ainsi,
(€51 :2+3054a Qg = 72, a3:17 Qg = Oy
Donc
U = (2+ 3au)0] — 203 + 0% + v}
n vecteurs sont linéairement indépendants ssi
_>
alv_1>+a2v_2>+~~+anv_n>= 0 =a1=ay="-=aqy,

Sinon, linéairement dépendants
Example 12.7
vi=[125 7], B=[-46 -14 4], Bj=[3 -15 6 0]
Est-qu’il existe les « t.q. a; # 0 pour qulques «?

1, 1
U+ S0+ 203

31}3:0
Une autre fagon :
1 -4 310 1 0 =310
2 6 =150 | mre | O 1 =310
5 —14 610 0 0 00
-7 14 0]0 0 0 0]0
Example 12.8
vi=[12 3 4], =23 4 6], vi=[3 4 5 6]
1 2 310 10 00
2 3 410 mre 01 0]0
3 4 5|0 00 1]0
4 6 6|0 00 0|0
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12.2. Partie 2.

Proposition 12.9 (Prop 6.2) Soit V. = R} ou R?. Etant donné k vecteurs
v_>17 .-, 0p linéairement dépendants de V. Alors un de ces vecteurs peut s’exprimer
comme une combinaison linéaire des (k — 1) autre vecteurs.

Démonstration. Comme les k vecteurs sont linéairegent dépendants, 3 k scalaires
ai, ..., g non tous nuls t.q. 10} + -+ akﬁ = 0. En renommant les vecteurs
si nécessaire, nous pouvons supposer que ay # 0. Donc nous obtenons :

— — — Lo —
vk = —(Q V1 + - Q1 Up—1) = Uk = — (010 + - ap-1Vk-1)
k
Ainsi le vecteur v} est une combinaison linéaire des les autre (k—1) vecteurs. [

Proposition 12.10 (Prop 6.3) Soit V =R} ou R?. Etant donné k > n vecteurs,
alors ces k vecteurs sont linéairement dépendants.

Démonstration. Faisons V' = R}. Notons les k vecteurs par

%
U1 = [au ag1 anl]
ﬁ
v =la1z az2 - anol
%
vf = [ax a2k - ank)
Donc on veut évaluer
a1 a2 -0 ai; o Qlg
a1 Q22 -+ A2y o G2k o 0
(65) 0
il Qg Qi Qg :
(677 0
|Gn1  QAp2 - Qpj - Ank |

Comme k > n, il y a une infinité de solutions et il existe donc des scalaires non
nules a1, ag, ..., ai t.q.

%
0411)_1>+~~~+Olkv_k>: 0
De ceci on peut conclure que les k vecteurs sont linéairement dépendants. (I

12.2.1. Sous-espaces linéaires et bases (§6.2). Un sous-espace linéaire de V = R}
ou R7 est un sous-ensemble U de V t.q.

(i) 0eU.
(ii) Siﬁ,@eUalorszT{—i—@EU.
(iii) Siuj € U et a € R alors aiif € U.
Example 12.11 V:Rf
U={lzyleV]y=2z}

Oui!
U={lzyleV|]y=zal}
Non
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Proposition 12.12 (Prop 6.4) Soit A une matrice de format m x n et l’ensemble
U des solutions du systéme homogne d’équations linéaires suivant

T

Z2
A . = 017’L><1

Tn

En d’autres mots

2
U=¢(X=|.|€eR}| AX =01

Ln
Alors U est un sous-espace linéaire de V = R].

Démonstration. En effet, si X = 0,,x1 alors AX = A0,,x1 = Oyx1. Donc (i).
De plus, X1, X5 € U se donne AX; = 0,,%x1 et AXs = 0,,%x1. Donc

A(Xy + X3) = AX1 + AXo = 01 + Omxt = Omxr

Donc (ii).
Finalement o« € R se donne

A(aXl) = Oé(AXl) = aOmxl = Om><1
Donc (iii). O

Corollary 12.13 (Cor 6.4.1) Soit A une matrice de format m x n et l’ensemble
U des solutions du systéeme homogne d’équations linéaires suivant

x1
€2
A . = 0m><1
Tn
En d’autres mots
U={X=[z1 x2 - an] €R}| AXT =0mx1}

Alors U est un sous-espace linéaire de V = R} .
Démonstration. Changez les X par X7, (]
Soit A une matrice de format m x n. Le sous-espace linéaire U de V = R} donné

par
z

T2
ker(A)=U=¢X=| .| €eRl| AX =0mx1

Tn

est appelé le noyau de A dans R et sera noté ker(A).
Le sous-espace linéaire U de V = R} donné par

ker(A) =U = {X: [Jcl Lo v mn] eRY | AXT :Omxl}

est appelé le noyau de A dans R} et sera noté ker(A).
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Example 12.14

A:

W N =

2 3|0
3 410 | oA =
4 5|0

O O =
O = O
O N =
o O O

Donc
ker(A)={a[1 -2 1 0]] aeR}
Si A’ =T alors ker(A4) = {0}.
Une autre sous-espace

Proposition 12.15 (Prop 6.5) Soit V =R} ou R}, les k vecteurs 01, 0p de

V' et l’ensemble U de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs v_f, e ,17;2.
U:{alv—1>+~~+akﬁ| a; € R}

Alors U est un sous-espace linéaire de V.

_)
Démonstration. Pour (i) on prend oy = 0 qui se donne 00] + -+ 00f = 0 € U.
Pour (ii)

(Q1F + -+ awVk) + (@401 + -+ + af0k) = (a1 + a))V] + -+ + (o + )0} €U
Pour (iii)

a(alv_f—i—---—l—am?k)):aalv_>1+~-~+aak17k>€U

Example 12.16 Soit V = R} et
si=[1 -1 -10],u=[10 -1 1],v%=[4 0 -3 2]

Soit U le sous-espace de V avec toutes les combinaisons linéaires de ces trois vec-
teurs. On veut construire un ensemble explicite pour U.
Etant donné un vectuer o = [ a b ¢ d ] de V. On a que T = 0[1’1)_>1+CY2’U_2>+
= s .
asvs C-a-d :

1 1 4 a

“1 0 o[ |[™] o

-1 -1 -3 a2l =

0 1 2| d

On aura

1 1 4| a 1 0 0 —b
-1 0 0]b fais—le 0 1 0| —3a+b—4c
-1 -1 =-3]|c 0 0 1 a+c
0 1 21 d 0 0 0la—b+2c+d

Donc, le systéme a au moins une solutions ssi
0=a—-b+2c+d

Donc
U={[a b ¢ d]€eR}| a—b+2c+d=0}

Algebre Matricielle Page 62



MAT1600 Aram Dermenjian

13. SEMAINE 13 - 28 NOVEMBRE 2017

13.1. Partie 1.

13.1.1. Rappel.
) Espace vectoriel
) vecteur-lignes R}
) vecteur-colonnes R”
) Comb. Lin.
) Lin. Ind/Dép
(vi) Prop 6.2
i) Prop 6.3
) Sous-espace
) Prop 6.4
) Cor 6.4.1
) ker(A)
) Prop 6.5

A =mxmn. L’espace-ligne de A est ’ensemble de toutes les combinaisons linéaires
des lignes L1, ..., L,, de A et se note ce sous-ensemble par L(A). L’espace-colonne
de A est 'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des lignes C1, ..., C,, de A
et se note ce sous-ensemble par C(A).

Corollary 13.1 (Cor 6.1) Soit A et A’ de format m x n t.q. la matrice A’ est
obtenue de A aprés une série d’opérations élémentaires de ligne. Alors les espaces-
lignes L(A) de A et L(A") de A’ sont des sous-espaces linéaires de R} et L(A) =
L(A").
Démonstration. Sous-espace - prop précédent.

Il faut montrer que L£(A) = L(A’). Il suffit de vérifier ceci pour chacune des
opérations élémentaires de ligne Op.

Li — ]Lz La e Ll Ll — Lz + OLL]‘
Ca nous donnes L(A") C L(A)

Rappelons que 'inverse d’une matrice élémentaire est aussi élémentaire, on a la
contraire. (]

Corollary 13.2 (Cor 6.2) Soit deur matrices A et A’ de format m x n t.q. A’
est obtenue de A aprés une série d’opérations élémentaires de colonme. Alors les
espaces-colonnes C(A) de A et C(A') de A" sont des sous-espaces linéaires de R

et C(A) =C(A").
Example 13.3 Rappelons I'exemple précédent. Soit V' = R} et
si=[1 -1 -10],5=[10 -1 1], v5=[4 0 -3 2]
Onaeu:

U={[a b ¢ d]eR}| a=b+2c+d=0}
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En effet U = L(A) ou

1 -1 -1 0
A=1]1 0 -1 1
4 0 -3 2

Une autre fagon. Parce que £(A) = L£(A’) on peut trouver A’ tout & bord ou A’
est le mré de A.
On a que
1 0 0 -1
A=010 1
0 01 -2
Prennons un vectoeur o = [a b ¢ d] aléatoirement dans £(A’). Donc on
aura

T=a1[1 00 —1]+a[0 1 0 1]+a3[0 0 1 —2]
Ainsi, a = ay, b= as, c = ag et
d=(-1o1+ (az + (-2)az = (-1)a + (1)b+ (=2)c
La méme formule!!! (1 — a)

AUSSI!!! Regarde la derniére colonee ;)

Une base de un sous-espace linéaire U de V' = R} ou R est un sous-ensemble
B= {171, cee ,ﬁ} ssi tout vecteur de U est une combinaison linéaire des k vecteurs
de B ET les vecteurs de B sont linéairement indépendants.

La base standard de V est la base donné par :

B={e|ich},onieg=[0 0 -~ 01 0 --- 0].
— Combinaison linéaire :

— Linéairement indépendants :
Example 13.4
B={vi=[1 1 0.,%=[1 0 1],%=[0 0 1]}

En effet ¥ = [z y 2] est donné par
20§ + 2(v3 — v§) + y(vf — U3 + v3)

yor + (x —y)0 + (2 — x + )03

On peut voir que
%
atl + B+ =0 =a=F=7=0
Autre fagon de le trouver : Avec la matrice augmentée

A =m xn. Soit AX = 0,,x1. A nous donne ker(4) CV.r =rg(A), doncilya
n — r lignes nulles de la mré associée a A. Notons par X1, ..., X, _, les colonnes
assocciées aux variables libres ot on mets un 1 pour le ¢ variable libre et 0 pour
toutes les autres.

Les X sont une base de ker(A4) dans R} et X; sont une base de ker(A) dans
R™.

(&)
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aq
Q2
— Combinaison Linéaires : Si AS = 01 done S = | . | et S =a;X; +
Qp
“en + ajn,,«anr
— Linéairement indépendant : regarder les indices.
Example 13.5
1 0 4 -2 0 1 0 4 0 2
10 1 3 3 3 , 0 1 3 00
A=lo 13 44|74 00011
1 0 4 1 3 0 00 0O
Considérons
ker(A) = {X € R} | AXT = 0451}
Alors

4 3 -1 0 O

B=|y 09 01 21

Proposition 13.6 (Prop 6.6) Soit V = R} ou R} et un sous-espace linéaire U
non nul de V.

(i) U a une base B = {u],--- ,tn}.
(ii) Si B = {uf,--- ,un} et B = {v{,---, 0L} sont deuz bases de U, alors
m=k.
Démonstration. (i) Prenons un vecteur non nul 1. Si U est égal a toutes les

combinaisons linéaires de ’ens B = {17{ }, alors B = Bj est une base de
U. Sinon il existe des vecteurs de U qui ne sont pas combinaison linéaire
de vecteurs de ’ens Bs. Prenons ainsi un vecteur non nul 175 qui n’est pas
une combinaison linéaire de vecteurs de I’ens Bj. a cause de la prop 6.2,
les vecteurs de ’ens By = {17{ , 175} sont linéairement indép. Si By est une
base de U fini. Sinon, on trouve un vecteur @3, etc. On poursuive ainsi. A
cause de la prop 6.3 cette algo finira et on obtient ainsi une base de U.

(ii) Supposons que m # k. On peut supposer que m < k. Comme B est une
base de U, alors on peut écrire chacun des vecteurs de la base B’ comme
combinaison linéaire des vecteurs B. Ainsi

— — —
Vi = ap1ui + - + amiun, (ete.)

Note la matrice des coefficients par

aip aiz - ai; ot Al
a1 422 - Q25 vt (G2
A =
ail ai2 “ e aij e aik
[Gm1  Gm2 - Amj - Omi ]
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Si on considere le sys. homogene de m équations linéaires & k inconnues
suivant :

T

T2

A . = 0Tn><1
Tk

Comme le nombre m d’équations est strictement inf. au nombre k£ d’incon-
nues, alors le sys a une infinité de solutions et il existe une solution non

nulle. Donc il existe des scalaires aq, --- , a; non tous nuls t.q.
[a11 a2 - ar; - auk ]
a1 G2 - Q2 ot A2k oy
a2
anaip e oag o ag = Oma
ay
| Gm1  Am2 Amy = Qmk |

Si on addition tout, on aura
a10] 4+ Uk = ar(@n@f + - 4 Gply) + -+ A (@R + - amktin)
= (a0 + -+ a1eon)ui + -+ (amion + -+ Aok )i,
— it} + -+ + Oty = 0.
Alors les vecteurs 17{, SR 4 sont linéairement dép. C’est une contradiction

du fait que B’ est une base. Donc m = k.
O

a cause de ce prop on peut définir la dimension d’une espace inéaire. La dimension
%
d’une espace est n, noté dim(U) =n si |B| =n. SiU = { 0 } alors dim(U) = 0.

Example 13.7 Si A est une matrice de format m x n avec rg(A) = r alors ker(A)
a comme dimension n — r. Les Xj.

Proposition 13.8 (Prop 6.7) Soit V =R} ou RY, un sous-espace linéaire U non

c’

nul de V' et une base B = {17{, e ,@} de U. Alors tout vecteur @ de U peut écrire
d’une et une seul facon comme combinaison linéaire des vecteurs de B.

Démonstration. Il faut montrer que pour une vecteur

U = ayu] + -+ Qi
a scalaires qui sont uniques. Supposons contrairement que

O + - + Oy, = 1] + -+ + By,
alors on obtient
(a1 = A1)+ + (aim — )il = O
Comme les vecteurs de B sont linéairement ind, alors
a;, —B; =0 Vi

Donc «; = j;. O
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Donc la matrice des coordonnées de U par rapport a B pour une vecteur

U = ayug + -+ Qi

est la matrice

Example 13.9

aq
Q2
[7]8 =
Qp
17 1] Jo 21 [o] [o 2
B=< o, |1], |1 B=<10|,]|1], |0 U= |2
o| [o| |1 o| |o] |1 1

On trouve

13.2. Partie 2.

Proposition 13.10 (Prop 6.8) Soit une matrice A de format m X n.

(i) Soit A" la mré de A. Alors les lignes non nulles de A" forment une base de

Despace-ligne L(A) de A.

(i) Le rang rg(A) de A est égale d la dimension dim(L(A)) de l’espace-ligne

de A.

(iii) Soit A" et A" deux matrices réduites échelonnées de format m x n t.q.

ces matrices A" et A” sont obtenues de A aprés une série d’opérations
élémentaires de ligne. Alors A’ = A”.

S’il y a du temps, donne le preuve. Sinon, fais-le pas
Démonstration. (i) On a vu au Cor 6.1 que L(A) = L(A’). Donc il faut mon-

(i)
(iif)

trer que les lignes non nulles de A’ forment une base de £(A’). Rappelons
que tout vecteur de L(A) est une combinaison linéaire des lignes non nulles
de A’. Alors il faut montrer qu’elles sont lin. ind. Considérons les lignes
non nulles Ly, Lg, ..., L, de A’. On veut déterminer tous les scalaires o
t.q.
oLy +--+oL,=[0 0 0 - 0

Si on considere les coordonnées de la somme sur les colonnes pivots et le
fait que A’ est mré, alours on obtient a; = 0.

Ceci est une conséquence de (i)

Commes lignes non nulles de A’ et A” forment une base de L£(A) et que
ces deux bases ont le méme nombre d’élements, (dim(L(A)) = rg(A)),
alorcs ces deux matrices ont le méme nombre de lignes non nulles. Notons
LY,---,L! pour les lignes non nulles de A’, et LY, -+ L celles de A”.
Notons par 41 < -+ < i, et j; < -+ < j, les colonnes pivots de A’ et A”
respectivement. Premierement on montrera iy, = ji pour tout k.

(par induction) On peut écrire L) comme une combinaison linéaire des
lignes de A”. On a ainsi L} = aq LY + --- + a.L!. Si i1 < j; alors la
composante dans la colonne iy de L} serait 0 parce que les composantses
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de la colonne i; des lignes LY,--- | L sont nulles, mais parce que i; est
une colonne pivot de A’ et L] est la premiere ligne de A’, cette composane
doit étre égale & 1. Donc 41 > j;. En intervertissant les réles de L} et LY
on obtient j; > i;. Donc j; = ;.

Supposons que on a déja démontré que i; = ji, - ,ik_1 = jrk_1 et
on veut montrer que i = ji. On peut écrire L) comme une combinaison
linéaire des lignes de A”. On a ainsi L) = by L] +---+b, L. Si on considere
toutes les composantes des colonnes 1 & (i, —1) de Lj,, celles-ci sont nulles
et de ceci, on obtient que by = by = -+ = by_1 = 0. Donct L}, = by L} +
-+ b.L]. Supposons que i, < ji, alors la composante dans la colonne
i, de L) serait 0 parce que les composantes de la colonne i; des lignes
Ly, ..., L sont nulles, mais parce que i) est une colonne pivot de A’ et
L), est la k®m° ligne de A’, cette composante doit étre égale & 1. Donct
i > ji. En intervertissant les roles de L}, et L}, on obtient que jix > iy.
Donc iy = ji. Donc i, = ji pour tout k.

Finalement, il faut montrer que L) = L}/ pour tout k. On peut écrire
une ligne L) de A’ comme une combinaison linéaire des lignes de A”. On
a ainsi Lj, = b1 L] +--- + b, L/. Si on considere toutes les colonnes pivots
de A’ sauf la k'*™¢, les composantes de L;. sont 0 pour ces colonnes, alors
que pour la composante de la ligne L de A” pour m # k, celle-ci est 1 et
conséquemment b, = 0. De cette observation, on obtient que L} = byL}.
Les composantes de L} et L} sur la ki®me colonne-pivot sont toues les deux
égales a 1 et conséquemment by, = 1 et L) = L}. Donc A" = A”.

|

Proposition 13.11 (Prop 6.9) Soit une matrice A de format m X n.

(i) Soit A’ une matrice de format m x n t.q. la matrice A’ est obtenue de

A apres une série d’opérations élémentaires de colonne et sa tramsposée
(ANT est réduite échelonnée. Alors les colonnes non nulles de A’ forment
une base de ’espace-colonne C(A) de A.

(ii) Le nombre de colonnes non nulles de A’ est égale d la dimension dim(C(A))

de l’espeace-colonne de A.

(iii) Soit A’ et A” deux matrices de format m x n t.q. ces matrices A" et A”

13.2.1. Produit scalaire et méthode des moindres carrées (§6.3). Soit V

sont obtenues de A aprés une série d’opérations élémentaires de colonne et
leurs transposées (A")T et (A”)T sont réduites échelonnées. Alors A’ = A”.

R?. Le produit scalaire des deux vecteurs U et U de V est
7~7:a1b1+---+anbn

7:[a1...an] 7=[b1~-~bn]

(C’est la méme chose qu’on a fait pour E? et E3.)
Example 13.12
U=[2 -2 3 3] ¥=[162 -1] @ -¥=-7

La norme ou la longueur de T est

[V = \Jai+ - +a

— n
= R} ou
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On peut généralisée la prop 5.5

Proposition 13.13 (Prop 6.10) Soit V =R} ou R? et deuz vecteurs U, € V.
Alors

(i) |F)=VT-7.

(ii) @0 =L |V cos(8), ot 0 est langle fait par les demi-droites d’origine
0 et de direction U et respectivement.

Example 13.14
7| =Vv26 [T|=Vi2 @ -T=-17

Donc

U 1
cos(f) = ﬂ” ik = T V42v/26

Ainsi
1 1
0= arccos(fﬁ V42v/26) = arccos (156 V42 26) = 1.78424302918121

Proposition 13.15 (Prop 6.11) Soit V. =R} ou R? et deuzx vcteurs non nulles
U,V eV. Alors W et U sont orthogonauz entre eur ssi w7 =0.

Démonstration. Si @ = & donc cos(f) = 0 et w -V =0.
Si @ -V =0 alors cos(f) = 0 car || # 0 et |T] # 0 parce que ils sont pas

nulles. Donc 6 = g |

On a généralisé le produit scalaire, or on peut pas généralisé le produit vecteur
(ish) Dans le livre il dit que pour n # 3 le produit vectoriel existe pas, mais c’est
faut. Le produit vectoriel existe aussie pour n = 7! Mais, 1a c’est tout =)

Par contre, il y a des autre ops qui sont proche selon qu’est-ce qu’on veut trouver
(wedge product /produit extérieure).

Moindres Carrées Pour linstant on décrire la notion de droite des moindres
carrés et la méthode de moindres carrés. Commencgons avec droite.

Soit n points du plan E?; (x;,y;); t.q. ¥; # x; pour quelque i, j. On cherche a
déterminer parmi toutes les droites d’équations y = ax + b, celle qui minimise le
carré de la distance suivant :

d(a,b) = > (i — (az; +b))*.

i=1
Il s’agit de la droite qui est la plus prés de ’ensemble des n points.

Example 13.16 Dessin un graphe avec des points, et donne une droite qui ap-
proxime les points. (nuage des points + ligne)

Proposition 13.17 (Prop 6.12) Soit n points : (x1,91),* , (Tn,Yn) du plan E?
t.q. les scalaires x1, ..., x, ne sont pas tous égaux. Alors il existe parmi toutes les
droites d’équation y = ax+b : une unique droite d’équation y = az+b qui minimase
le carré de la distance

d(a,b) = (y: — (az; +b))*.
i=1
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et pour celle-ci nous avons

n (i i) — (s @) Cis1 vi)
n (Z?:l x7) — (Z?:l xi)z

d:

et
5 (Cima#d) (i ) — (0iny @) (i, 7ay)
n (X, a?) — (T, )

Sl a du temps )
Démonstration. Considérons les vecteurs-colonnes suivants de R? :

Y1 1 1 T 1
Y2 z2 1| 14 T2 1
et . =a +b
| b
Yn Tn 1 Tn 1

Y1 zp 1
Y2 x2 1| 1g4
. . . b
Yn Ty 1
C-a-d :
X 1 2 2
Y1 1 (yl —axry — b) N
Y2 z9 1 a 2
o bl = : =) (yi—az;—b)
N _ _ =1
i o 1 (yn — ax, — b)
Lorsque a et b varient, les vecteurs-colonne
T 1 T 1
xT9 1 To 1
| ][]

forment un plan II dans I’'space V' = R7. Ceci est vrai parce que les x; ne sont pas
tous égaux. Ainsi, les vecteurs-colonnes suivants sont linéairement indépendants :

T 1
o 1
. et
Ty 1
Y1
Le vecteur-colonne | : | n’apppartient généralement pas au plan II. Géométri-
Yn

quement il est facile de voir que les scalaires a et b qui font en sorte que la fonction
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d(a,b) est minimale sont ceux pour lesquels le vecteur

Y1 xy 1
Y2 o 1| T4
S
Yn Ty 1
_Z,El 1
est perpendiculaire aux deux vecteurs-colonnes | : | et |:| On obtient donc les
| Tn 1
deux équations linéaires :
U xp 1| 1
a
— 1 Al ]l =0
)
Un Ty, 1 1
Y z 1| x1
a
Y NN =0
i
Yn Tn 1 Ln

C-a-d

et

(2:?;;;) —a (2:932) —b<2:;x> ~0

On peut écrire ceci sous forme matricielle :

|:(ZZ—1 x;) T ] [‘} _ [ (2;4)?:1 yi) }

(Zi:l xz) (X iz @i)] [b] (X iz wivi)

Comme on ’a observé si-dessus, une conséquence du fait que les scalaires x1,--- , x,
ne sont pas tous égaux est que les vecteurs-colonnes

T 1
et

Ty 1

sont lin. ind. et ainsi les scalaires @ et b sont alors uniques. Il est aussi possible de
montrer que le déterminant
’ (22:1 x;) nn
(Zizl xl) (> im1 Ti)

pour vérifier 'unicité de a et b. Par la regle de Cramer, on obtient que

‘ (>im1 vi) n Oy w) (i wi)
oy iyi) (i @) (i 2f) (0 wiv)

£0

~

a= 7 b= 7
(2%21 x;) n” (Z%=1 wé) n”
(Zi:1 xl) (X iz i) (Zizl l"z) (Xiz1 @)
En développant ces déterminants, on obtient la prop. ([
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Example 13.18 Soit 3 points (1,2), (1,4) et (3,10). Suivons la preuve, il faut
déterminmer a et b t.q.

2 1 1
41 —a|l] —b |1
10 3 1

est perp. aux deux vect

1 1
1 et 1
3 1

On obtient le sys. d’éq. lin.
(1+1+3) 3 al _ |5 3||a| _[16] _ 24+4+4+10
(12412432 (1+1+3)||b] |11 5| |b|  [36] [1-24+1-4+3-10

Donc, on obtient

16 3
- 36 5 16-5-36-3 80-108 28 7
" |5 3] 5-5-3-11 25—-33 8 2
11 5
5 16

B—‘H 36’_36-5—16-11_180—176_—4_—1
15 3‘ ~ 5.5—-3-11  25—-33 8 2

11 5
Donc la droite des moindres carrés est 2y = 7x — 1.
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14. SEMAINE 14 - 5 DECEMBRE 2017
14.1. Partie 1.

14.1.1. Rappel.

) L’espace Ligne £(A) et L’espace colonne C(A).
) Cor 6.1/6.2

) Base

) Base standard

) Prop 6.6

) Dimension

) Prop 6.7

(viii) La matrice des coordonnées de v par rapport a B.
) Prop 6.8

) Prop 6.9

) U -

) norme/longueur

) Prop 6.10

) Prop 6.11

) Produit vectoriel

(xvi) Prop 6.12

Proposition 14.1 (Prop 6.13) Soit n points : (x1,y1), -+ , (Tn,yn) du plan E?

t.q. les scalaires x1, ..., x, ne sont pas tous égaux. Posons
X1 1
M =
T, 1

Alors la droite des moindres carrés y = ax + b est celle pour laquelle

. Y1
5] = armanarr |
Yn
Démonstration. On a
n
2 , or
MTM = [Z T sz} ot MT|: | = [Z ﬂfzyz]
dYTioon : Yi
Yn
. Y1
Onalasys MTM [%j =MT . | . Parce que les ; ne sont pas tous égaux, MTM
Yn
est inversible. Donc
. Y1
Yn
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Example 14.2 Prennons 'exemple précedent : (1,2), (1,4) et (3, 10).

11
M=|1 1] et MTam=|U D
31 5 3

Adjoint ! det(MT M) = (33 — 25) = 8. Donc

2
413 -5 24+4+30] _ [36

T 1 _ - T — —
(MTM)™ =3 [5 11} A {2 +4+ 10} [16}

Donc

. 2

al T 1T _1 3 -5 |36 _} 3%x364+ —5%16

M = (MTM)TM 140 "8 [—5 11} [16 T 8 |-5%36+11x16
_[3%9/2+-5x2| | 27/2—-20/2 | | 7/2

T =5x9/2+11%2| | —45/2+44/2] — |-1/2

Proposition 14.3 (Prop 6.14) Soit n points : (x1,91), -+, (Tn,yn) du plan E?

t.q. 1l existe trois indices : i, j et k pour lesquels le dét

1 =z a?
1 =z xz #0
1z, oy

Alors il existe parmi toutes les paraboles d’égquation y = ax? + bz + ¢ : une unique
parabole d’équation y = ax® + bx + é qui minimise le carré de la distance

d(a,b,e) =Y (yi — (ax] + bx; + ¢)’

~ T
et pour celle-ci, nous avons que [& b é] est 'unique soln du sys suivant d’éq.

lin :
Yri ywi n ] fa DY
g ap ywi| b = | X way
Yai Yal Yai] e > iy
De plus, si
2?2 rp 1
M=o,
2 oz, 1
Alors la solution sera
a Y1
l; — (MTM)—lMT :
¢ Un
Démonstration. Dans le livre. C’est la méme preuve (]

Proposition 14.4 (Prop 6.15) Soit n points : (x1,y1,21)," (T, Yn, 2n) de les-
pace B3 t.q. il existre trois indices : i, j et k pour lesquels le dét

1z oy
1 oz y;|#0
1z yx
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Alors il existe parmi tous les plans d’équation z = ax + by + ¢ : un unique plan
d’équation z = ax + by + ¢ qui minimase le carré de la distance

n

d(a,b,c) = Z (zi — (az; + by; + C))2

i=1
a
et pour celui-ci, on a que |b| est lunique soln du sys. suivant d’éq. lin :
¢
Yz >y n | |a >z
i Ywy | b = (X wz
De plus si M est la matrice
r1 oy 1
M=\ i,
Tn Yn 1
alors la solution sera
a 21
bl =M M)t M”
é Zn
Démonstration. Dans le livre U

Example 14.5 Sage

14.1.2. Changement de bases (§6.4). V =R} U C V et deux bases B = {u1, - -, um}
et B = {vi,---, 0y} de U. On aimerait relier les matrices de coordonnées [/] 5 et
[7]'8 par rapport a B et & B’ pour un vecteur @ € U.

— — —
V1 = a11Ul + -+ QGmilUm,
— — —
VUm = A1mUl + -+ + G Um,
Alors la matrice
aip  aiz -+ ai; ot Aim
a1 Qg2 -+ Qg G2m
sllg =
B ail 111'2 e aij e aim
| Om1 Am2 °° Gmj  Amm |

est la matrice de passage de la base B’ a la base B.

Example 14.6 Prennons U =V = RJ.
B={ui=[1 1 0,a=[1 0 1],a5=[0 0 1]}
B={v=[1 0 0,=[0 1 0],

Algebre Matricielle Page 75



MAT1600 Aram Dermenjian

(la base standard de RY). Il faut calculer g [I]z,
Si on rappel on a trouvez que

U=z y z]=yui+@—yub+(z—z+y)u

Donc
vi=[1 0 0]=0u]+(1-0)u+(0—1+0)ua}=0u] + lub + (—1)u3
=0 1 0] =1 +(0—1)u3+ (0 -0+ 1)u} = 1] + (—1)ub + 1}
=00 0 1] =0u] +(0—0)u3 + (1 —0+0)uj = 0] + 0uj + i
Donc la matrice de passage est
0 1 0
sllp =11 -1 0
-1 1 1
5]p # 5 [p
Pour I’example on aurait
1 10
A 100
0 1 1
Proposition 14.7 (Prop 6.16) Soit V, U, B = {u},--- ,un}, B = {v1,--- , o9}
et le vecteur U € U, alors
[7]5 =g [7]8'

Démonstration. Notons les matrices de coordonnées du vecteur  relativement aux
bases B et B’ par

a1 aq

[@s=|:| [@s=]:

!/

Qu, o,

et la matrice de passage par
aiy a2 - Ay vt Gl
a1 Q2 v+ Azt A2
sz = '
B a1 (¢25) Qi (€27
|Gn1  QAp2 - Qpj = Gnn |

En d’autres mots, on a que

— — —
U=l 4+ ity = 01 + -+ + 0y,

et
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En substituant les expressions pour E}, out=1,2,---,n, dans I’équation U =
U1 4 -+ + o, 0y, et par la dstributivité, on obtient
T = (ana) + -+ anal)ul + -+ (anaf + - + annay, )t
= o] + - + anily,

Par 'unicité de I’expression d’un vecteur comme combinaison linéaire des vecteurs
de la base B, on obtient :

/ /
a1 =a110; + -+ aipnQy,

/ /
Qp = An10, + -+ AnnOly

Donc
a1x Q2 - Qi vt Alp
a1 Q22 -+ G2 ot (2pn ,
aq . . . . . a;q
a1 a2 Qi 277 '/
|Gn1  QAn2 - Qpj = Ann
C-a-d (U] = 515 [V O

14.2. Partie 2.
Example 14.8

B={vw=[100,5=[0 1 0.,05=[0 0 1]}
0 1 0
B[I]B,— 1 -1 0
-1 1 1
Si W = [z y 2], alors comme on I'a vu
T Y
(W) = |y| et [Wg=| z—vy
z Yy—x+z

Faisons 5 [ [¥] 5
Essayons avec 5 =1[234].

Proposition 14.9 (Prop 6.17) Soit V, U et trois bases B, B’ et B” de U : B =
(WY, B = {v]} et B" = {w;}. Si g g, 5 Iz et [I]g sont les matrices de
passage relativement auz bases B, B' et B”, alors on a
B [I]B = B [I]B, B’ [I]B
Démonstration. Dans le livre O
Corollary 14.10 Cor 6.3 Soit V et U et deux bases B et B' de U : B = {u} et
B = {v]}. Alors
s gy =8z s [l]g=1I
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14.2.1. Transformations linéaires (§7). U est un sous-espace linéaire de R} ou RY.
V est un sous-espace linéaire de R}* ou R7".
On veut étudier les transformations qui preserve la somme et la multiplication
par un scalaire.
La fonction T': U — V est une transformation linéaire ssi

(i) T(u] + u3) = T(u3) + T(u3) pour tout ui,u} € U
(ii) T(a@) = oT(W) pour tout « € Ret o € U.
Example 14.11 Prennons U = R? et V = R2.

T:R? - R?
x Lfee—y+2])_2 -1 1 v
Z T+ z T 0 1 Z

est une transformation linéaire.
Fait les :

T(ut + ) = T(@h) + T(@) T(ad)=aT (W)
Example 14.12
T:R} - R?
[z y] = [(@®—¢*) (@+y+1)]

N’est pas une transformation linéaire.

add : T'([4 3]) = [7 §]
prod : T([24]) = [-12 7]

Example 14.13 Rotation! Ry : R,% — R,%
C’est une transformation linéaire!

Example 14.14 Rotation en 3-dimensions sur un axe.

Example 14.15 A une droite dans E?. Faisons une réflexion! Sa : RZ — R?
C’est une transformation linéaire!

Soit une transformation linéaire T : U — V, B = {u, } une base de U et B = {uv} }
une base de V. Alors la matrice de 7" par rapport aux bases B et B, notée g [T],
est la matrice de format m x n :

aix a2 -+ ai; ot QAln
az1 a2 - 425 ot A2
’ T =
5 ]B aix Qi v Qi Qip
1dm1 Am2 ° Amj " Omn ]
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Définie par

T(m)*allv—f“i""“i’amlm
T(u-n)) = alnv—1> +-- 4+ amnm
Example 14.16
T:R® - R?
v Lfer—y+2) _2 -1 1 v
Y T+ 2z 11 o 1]
z z
Prenons comme bases :
1 [ 1 0 1 0
B=Suj=| -1 |, um=|1|u=]0 etB’{vﬁL},@{lH
0 | 0 2
Notons
T 1 0]
[y}:a{l]—h@{l a=zetat+f=y=>a=cxetf=y—=x
Donc
T 1 0
o) =[] +o-a ]
Calculons g [T].
L] (3] 1] 0 — 3
7( 7(1) ):_1_=3_1_+—2M = {T((ul))}B/:{Q]
_1: N -
(|1 =" =1]! +om
1 1 1
_0_ C T o
o N N
2 1 0
w0 = [ =2 [ o]
_2_ C T o
Donc
3 1 2
B/[T]B_{—z 0 0}
Proposition 14.17 (Prop 7.1) Soit U, V, B et B'. Alors

[T()] = 5 (1) [T
pour tout v eU.

Démonstration. Comme la preuve de g [I]g, O
Example 14.18

x 1 1 0 a1 + a9

Yyl =a1 | =1 |4+a2| 1 | 4+a3| 0| =|—a1+a

z 0 0 2 203
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Donc
ar=(x—9y)/2 ar=(x+y)/2 az=2z/2
Ainsi
v (z - y)/2
yl| = |&+y)/2
z] ] 4 z/2
x x
T(|y ):{Qxx—f;—z]: 7(|y|) :{Qx_;i—;z}
z Z] 1p
Il faut montrer que
[2xy+z} :[3 1 2] 51%
-z +y -2 0 0] 2/2

Proposition 14.19 (Prop 7.2) Soit T, U et V. Soit By = {u]} et By, = {v;}
bases de U et B = {Z} et By = {;5} bases de V.

Alors

8y [T]s, = 8y Ulg 8 [T, 5, (1],

Démonstration. u
Example 14.20 Prenons la transformation linéaire Sp : R? — R? (réflexion).
Supposons que D est la droite de direction [a b] avec (a,b) # (0,0) passant par
(0,0).

On peut prendre la base By = B} = {[a b],[~b a]}. C’est une base orthonormée !

So(at) =la] et Sp(i=ba) = —al = S0l = |y )]

On veut déterminer Sp([z y]) Considérons la base standard By = B5 = {[1 0], [0 1]}
et rappelons que
Ba [SD}BQ = B2 [I]Bl B [SD]Bl B [I]B2
Calculons la matrice du passage g, [{]3, -
[a b] = a[1 0] + b[0 1] 1le colonne
[—ba] = —b[1 0] + a[0 1] 2e colonne

Donc
B2 [I]Bl = [Z ab}
Et I 1 a b
B, g, = (8, U]5,) " = [b a} T2+ [_b ‘J
T w2 [ )
Ainsi

2 b2 2ab

— | a?+b2 a2+b2

B2 [SD}Bz - 2ab b2—a?
a2+b2 a2+b2
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Donc

€ a®—b%)x a abx 2—a?
5ole sDles = o S, e = s s, 3] = (575 + ) (ot + o)

Par exemple, si on prend la droite :
D={lry eR}| y=u}
Dans ce cas Sp([z y]) = |y =]
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15. SEMAINE 15 - 12 DECEMBRE 2017

Revision
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16. SEMAINE 16 - 19 DECEMBRE 2017

Examen
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