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1. SEMAINE 1 : 10 SEPTEMBRE 2018

1.1. Partie 1. Bienvenue au cours de Calcul Intégral! Ces notes de cours sont
faites pour t’aider a bien maitriser le sujet. Si jamais tu as des questions n’hesites
pas me demander !

Ce cours est donné par Aram Dermenjian. Pour le trouver, il est disponible dans
son bureau (PK-4518) & :

(1) Lundi — 16h00 - 18h00
(2) Mardi — 14h00 - 16h00
(3) Vendredi — 15h00 - 17h00

(4) Avec rendez-vous — dermenjian.aram@uqam.ca

Commencons avec le cours et le plan

— Evaluation :

Devoir 1 : 15 octobre (remis en classe) Pondération 20%

Examen 1 : 29 octobre Pondération 30%

Devoir 2 : 3 décembre (remis en classe) Pondération 20%

Examen 2 : 17 décembre
— Moodle :

— L’intégrité académique

Pondération 30%

— Politique 16 sur le harcelement sexuel

1.1.1. Calcul différentiel. C’est un cours de calcul, donc on va travailler

avec des
fonctions! Alors, on commence avec une fonction. Disons, la suivante :

f(x) =€e” + cot(x)
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On rappelle qu’une fonction est continue sur un intervalle I si pour tout a € I
on a
Ve>03v>0Vzel (Jx—a|<e=|f(z)— fla)| <v).

Qu’est-ce que ¢a veut dire? C’est qu’il y a aucun endroit ou la fonction va vers
ni oo ni —oo sur 1.

Exemple 1.1 Dans notre exemple, ol notre fonction f(x) = e® + cot(z) est-elle
continue ?
(-1,1]? non [1,3]?7 oui R? non

Exemple 1.2 Quelles fonctions sont continues :
Une dérivée d’une fonction f(z) sur un intervalle I est une fonction f/(x) telle

que
fl@+h) - f(z)
h

/ .
r) = lim
fle) = Jim,
est bien définie pour tout x dans 'intervalle I.
C’est-a-dire, la dérivée est la fonction pour les lignes tangentes a la courbe.

Exemple 1.3 Dans notre exemple f(z) = e® + cot(z), on a

flx) = %f(z) = ¢” — cse(x)?

Voici une liste des dérivées usuelles :
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Fonction | Dérivée Fonction | Dérivée
flo)=a" | f'(z) = ra"! ) = kg(x) | f'(z) = kg'()
(@) = g(@)h(z) | f'(x) = ¢'(2)h(x) + g(x) N (x) Flo) = $8| f/(@) = LG o)
@) = g(h(z)) | £'(x) = ¢ (M=) () @) =g(@)" | f'(z) =r(g(x)) g ()
fla)=e" | fi(z) =e" fl@)=n() | f'(z) =1
fl@)=a" | f'(z) = a® In(a) f(@) =log, (@) | f'(z) = 31k
F(w) =sin(x) | f'(x) = cos(x) f(z) = cos(z) | f'(x) = —sin(x)
F(x) = tan(z) | f'(x) = sec*(z) f(x) = cot(x) | f'(x) = — esc?()
Fla) = sec(x) | f'(x) = sec(x) tan(x) f(w) = ese(x) | f'(x) = — cse(x) cot(x)
f(@) = arcsin(z) | ['(2) = = f(w) = arccos(z) | f'(z) = =
f(w) = arctan(z) | f'(x) = i F(w) = arccot(z) | f'(z) = =L
f(@) = aresec(w) | /(2) = ke f(@) = arcese(w) | f/(2) = oy

Dans le livre de Charron et Parent, ils se trompent avec arcsec et arccsc.

1.1.2. Regle de L’Hopital (§5.1 ou §1.4). Rappelons la regle :

f(=z)

limzr,’*)a m

Théoréme 1.4 (Regle de L’Hopital) Silim,_,, % = 6 ou = %
existe, ou est infinie, alors
/
lim —f(x) = lim fl(:zr)
z—a g(x) z—a g (x)

Le mot “hospital”
orthographique frangaise de 1740. Mais, le regle est nommé apres :

a changé au “hoptial”

et st la limite

officillement en 1740 avec le Réforme
Guillaume Fran-

gois Antoine de L’Hépital (1661-1704). Donc c’était avant le changement. Donc de
fois tu vois 'autre orthographie.

Exemples 1.5

x+3

2z —1ona f'(z) =1, ¢'(z) = 2. Ainsi,

(2) limg 0o

lim,_o

(z+4)? _
z2—2000

z+3
lim
t200 2 —1

= lim

2:-2-1)(2v2) - —

0

on peut pas utiliser la regle de L’Hdopital.

=2 Alors f'(z) = 2(z+4),
2. Alors f"(z) =2, ¢’(x) =2 et lim, o0 3

2_,_
”f/i_\/; =3 Alors f'(z) =22 -1, ¢/(z) =

. (22—1)(2y/) _ (
-1

g

() =
1.

2f
—6v/2.

2x et limy,_, o

et lim,_,o 22

2z

71

—’\ﬁ

= 2. Prenons f(z) = v + 3 et g(x) =

20+8 __

=9 Alors f'(z) = 1, ¢'(z) = 2z et lim, o i = DNE. Alors
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1.1.3. Les formes oo — o0 et 0- oo (§5.2 ou §1.4). On peut utiliser la régle de
I’Hopital pour les fonctions ou la limite devient co — oo ou 0 - +00. Pour oo — oo,
c’est facile a regler et on va le faire dans un exemple :

Exemple 1.6 Trouver la limite : lim,_,q m — x%

1 1
lim —— — - =00 —
z—0 zsin(z) a2

z—sin(x) 0

zZsin(z) ~ 0

. 1 1 T
lim, o Zsin(z) 22 lim, 0
1—cos(x) 0

= limy o 2z sin(z)+z2 cos(z) 0

— 1 sin(z) _
= Mgz —0 2 sin(x)+2x cos(z)+2z cos(x)—x? sin(z)

Qo

— lim cos(x)
- =0 Ycos(x)—4x sin(x)+4 cos(z)—2a sin(z) —z2 cos(x)

=

Alors, on a changé notre equation f(z) = g(x) — h(x) pour quelque chose qui
est une fraction dont la limite vaut soit % soit 22. Mais qu’est-ce qu’on fait si on a
0400 ? On fait la méme chose!

Exemple 1.7 Trouver la limite : lim,_,o 82*In(3z).

lim 8z*In(3z) = 0- 0o
z—0

. 4 BT In(3z) _ —o
lim, 0 82*In(3z) = lim, o /85t =
. 3/3x
= limy 0 ~41/823
. 5.3
- hnl:l;—)O 2_L

T
= lim,_,o —222
=0

1.1.4. Les formes 0°, oc® et 17°° (§5.8 ou §1.4). Ce qu’on va faire sera trés bizarre,
mais on va voir que ¢a nous donne la bonne reponse. Faisons un exemple.

Exemple 1.8 Trouver la limit : lim,_,q (:vz)””2.

. 23c2_0
Jim ()" =0
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limg,_0 (:c2)””2 —In (lim,,,;_m <L2)$2>
In (hmxﬁo (:L‘2)‘T'2> = lim,_0In ((12)Tz>
= lim, . 22% In(z) =0 - —o0

. 2In(x —
= limg 0 %77 = =2

s 2/x
= lim,_,q =/

. 3
= lim,_,o 2

X"
—2z

= lim, .o —22=0
In <limrﬁo (172)‘”2> =0

=]

2

lim, o (22)*° =€’ =1

Alors, il faut faire les étapes suivants :
(1) Metter L = lim,,, f(z).
(2) Trouver In(L) = In (lim,—,, f(x)) = lim,, In(f(z)) = N.
(3) Alors lim,_,, f(z) =" = L.
1.2. Partie 2.

1.2.1. Sommation (§1.2 ou §3.1). On commence avec I’addition.

Exemple 1.9 Disons qu’on veut ajouter 1 a lui-méme dix fois. On peut le faire
comme : 1+1+1+1+1+1+1+1+1+4+1=10. Mais, ¢a ce complique quand
on veut ajouter 1 encore plus de fois, disons 25 fois :
1+14+14+14+141 41+ 1+ 1+ 14+ 141411+ 1+ 11+ 1 41+ 114+ 1414141 = 25.

C’est trop long, alors on veut I’écrire de maniére plus visible. Pour I’addition de 1
a lui-méme c’est facile. On fait 1-n ou n est le nombre de fois qu’on veut ajouter 1
a lui-méme. Ainsi, disons qu’on veut ajouter chaque entier de 1 4 10 : 1+ 2+ 3 +
44+54+64+7+8+94 10 = 55. Et, si on le fait pour 1 a 25, c’est long :

1424-34+4+5+64+74+849+104+114+12+13+144-154+16+17+18419420+21+224-234-24+25 = 325
Lorsqu’on veut abréger la sommation on introduit une nouvelle notation : 3.

Exemple 1.10

10 10
d1=10 > i=55
i=1 i=1

En général on a quelque chose comme :

n
§ a; = Ay, + Am+1 +--t+ay
1=m

Les a; sont les indices de sommation et ils se sont justes des fonctions.

Page 6



MAT 0344 Aram Dermenjian

Si on veut que la sommation continue jusqu’a l'infini, on peut mettre n = oo :
o0
Zi:m Q5.

Exemple 1.11 Faisons des examples :

n 4
ai=) 2i-1=2(1)-1+22) —1+2@3) - 14+2(4) - 1=2+4+6+8—-4=16
i=m i=1

n 5
Dobi=) ?+1=3"+1+4"+1+5"+1=53
i=m 1=3

y —1

dij=) 3=3+3+3+3=12

j=x j=—4

Et dans ’autre sens :

5
2+2+2+2+2:22
=1

5

4
5+8+11+14=Z37:+2=23z‘—1
1=1 1=2
1
140-1-2-3= 27
i=—3

1.2.2. Propriétés de la notation sigma (§1.3 ou §3.1).
Proposition 1.12 (1) Y ai =2, 0
(2) Y= i
n n m—1
(3) Dt @i =D @i — 3Ly G5
(4) PourceR, Y " c=(n—m+1)ec.
(5) PourceR, >0 cai=cY . a;.
(6) Doizq (ai+bi) = (307 ai) + (3072 bi)
(7) Z?=1 (a; — aj—1) = a, — ag. somme télescopique
n . n(n+1
(8) Sy i= "t
n . n(n+1)(2n+1
(9) Sily i* = g,
(10) 30,3 = 112(7217“)2'

. n+l_
(11) Y0 vt = —=.
Démonstration. (1) v
(2) Yo @i = amtampr+ ot an = Qi1 FG2pmo1 g1 me1 =

n—m-+1
i=1 Ai+m—1

n n
i=m Ci = Clm +camyp1+---+cay, =c (am +amyr + - an) =c Zq‘,:m -

<M A

~ I~ —~
IS

(=2}
=
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n
(7) Dy @i—ai—1 = ap—ap_1+ap_1—ap_2+---+az—a1+a1 —ag = a, —ao.

(8)
S=> i
i=1
S=14+2+---+n
S=n+n—-1+---+1
2S=n+1)+n+1)+---+(n+1)
25 =n(n+1)
_n(n+1)
=75
(9)
Z(i?’—(z—l)?’):n?’—O?’
i=1
Aussi,

i=1 i=1
=> (3% -3 +1)
=1
n n n
) DEE) RO o
=1 =1 i=1
= n(n+1)
=3 2_3
; 1 5 +
Mettons les deux ensemble :
nd=3 Z_273n(n+1) n
_ 2
=1
n
1
Zi2 = - n3+3n(n+ ) -n
, 3 2
=1
= % (2n* +3n + 1)

(10) Exercice
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(11)

n
s=3

i=1
S=r4+ri4. 4"
rS =712 +rd 4 gt

rS—S ="t —r

rntl g
S=——
r—1
O
Exemples 1.13
100
1 1 1) 10100
: 2 2
=1
12
12(124+1)(2-12+1) 44 +1)(2-4+1 4.5.9
21&: (12 + )é 1) A+ )(6 + ):2-13-25— Z = 650 — 30 = 620
k=5

20(21)(41 20(21
Ziinfl(): 0(21)( )f 0(2 )710*20:287072107200:2460
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2. SEMAINE 2 : 17 SEPTEMBRE 2018
2.1. Partie 1.
2.1.1. Rappel.

— Continue
— Limits
— Regle de I'Hopital

— Sommation

2.1.2. L’aire d’une surface sous une courbe (§1.4 ou §3.2). Supposons qu’on a la

fonction f(z) = 2% —22% +2:

/
//
T /
/ AN /
/ AN /
/ L /
/ 15| AN /
/ ANy /
/ \ /
/ N\ /
/ N\ /
/ 1 AN /
/ N Z
// \\___/

0.5

-0.5 0.5 1 1.5 2

Supposons qu’on veut l’aire sous la courbe de 0 & 2. Comment on peut faire ¢a?

Let class give some estimations

3 .
> I(5)an
=0
13 7\ 1
— (242414 2)2
+5t +8>2
11

- ~ 2.75000000000000

> f(Aa
1=0
(5 1009 121 007 13 749 83 583 | 45T 53
B 512 64 512 0 8 ' 512 64 512 512 ' 64
171

— =~ 2.67187500000000
64

a9 7
512 8

017
512
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Estimation : %% 2.66666666666667.
2.1.3. Somme de Riemann et Intégrale Définie (§1.5 ou §5.2). On travail sur la

onction r)=r —0xr" —Xx .
fonct 5 _ 6a? +1
Il

6 |
|

|

|

|

|

I

|
/

Soit un intervalle fermé [a,b]. Une partition de l'intervalle sont des nombres z;

tels que :
a=20<x1<T3<...<Tp_1<xy=">.
Ca nous donne n sous-intervalles :
[33073?1]’ [3617962],--~7[$n—1733n]

Si les intervalles sont tous de méme longueur (b,_L”’) on dit que la partition est

réguliére.
Exemple 2.1 Soit a =2 et b =5, deux partitions seraient :
2<21<3<42<45<451<5H

2<3<4<5b
avec les intervalles
[2,2.1], [2.1,3], [3,4.2],[4.2,4.5], [4.5,4.51], [4.51, 5]
2,3, [3,4], [4,5]
5—2

}

3

Est-ce que elles sont réguliéres ? non oui avec |
Exemple 2.2 Soit a =0 et b =1, donne une partition réguliere : 0 < 1

On va toujours supposer que nos partitions sont régulieres méme si dans le livre

c’est pas le cas.
La longueur d’un intervalle est la difference entre le début et la fin: Ax; = x; — ;4

pour lintervalle [z;_1, z;].
Page 11
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Soit x} € [xi—1,24], la somme de Riemann de la fonction f(z) sur lintervalle

[a, ] est la somme
Zf )Ax;

La somme a gauche (droite) est la somme de Riemann ot on prend z} = z;_4

¥ = ;). La somme au milieu est la somme de Riemann olt on prend a} = &=L+

Alors, maintenant on rencontre un probleme. On aimerait trouver I’aire mais on

a fait que les approximations ! Qu’est-ce qu’on peut faire pour trouver ’aire exacte 7
La réponse est d’utiliser les limites. Oui. . .les limites.

La limite qu’on va utiliser pour trouver 'aire est :

Jim Z flop)aa

(z

Si cette limite existe on dit que la fonction est intégrable au sens de Riemann.

MALIS, cette notation est horrible. Qui veut écrire ¢a a chaque fois? Personne.
Alors on va utiliser une autre notation que (je pense) tout le monde a déja vu :
I'intégrale.

Remarque 2.3 On a utilisé le X pour la sommation. Alors il nous faut un autre
symbole pour l'intégrale. Heureusement Gottfried Leibniz d’Allemagne a utilisé une
notation parfaite dans ses notes de 1675. Il a utilisé le s long allemand de ’epoque :
{. Pourquoi ? Parce que l'intégrale est une sommation d’une infinitée de sommations.
Donc { est parfait pour ¢a. (Méme les francais ont utilisé le s long jusqu’a 1800!)

Mais aussi il faut changer le A parce qu’on a pris la limite. On va regarder ce
qu’il se passe pour le valeur de Az; a la limite. Quand on fait la sommation a
I'infinie, le valeur de Ax; diminue. Ainsi, on veut “diminuer” A. Alors, c’est quoi
le miniscule de A? C’est §! Mais, Leibniz est allemand, alors il a utilisé la version
allemande de § : d. Ainsi le A devient d.

Alors, SI notre fonction est intégrable au sens de Riemann, on va écrire :

b
flx)dx = hm Zf )AZ;.

Quelques définitions :
— Le a est la borne inféricure d’intégration.
— Le b est la borne supérieure d’intégration.
— Le f(x) est l'intégrande.

— Le x est la variable d’intégration.

Théoréme 2.4 Si f(x) est une fonction continue sur un intervalle [a,b], alors
la fonction est intégrable sur cet intervalle.

2.1.4. Propriétés des intégrales définies (§1.6 ou §3.2).
Proposition 2.5 (1) f; flx)dr = f; ft)ydt = fj f(u)du
(2) J; f(@)de =0
(3) J) f@)de= - [} f(x)du
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(4) fab (cr1f(x) + cag(x)) do = f; f(x)dx + co fab g(z)dx (linéa-
Tité).
(5) [} @) de + [} f(@)de = [} f(x) du
Démonstration. (1) v
(2) v
3) v
(4) Utiliser la définition (dans le livre)
(5) Encore dans le livre, mais une petite remarque sur pourquoi c’est bien

définie. Discuss why we can even make this addition. What happens at b7

O

2.1.5. Théoréme fondamental du calcul intégrale (§1.7 ou §3.3). On a vu la pro-
priété suivante pour les sommations :

n
E a; — a;—1 = ap_— ag-.
i=1

Comme on peut voir, notre intégrale est définie de fagon similaire :

b n n
[ f@ydo= tim 3" fa)Ae = lim Y fa) (o - aia).
@ i=1 i=1

n—oo

alors on veut savoir s’il existe un moyen plus facile pour trouver 'aire. Et on va
voir trés bientdt qu’il existe un moyen !

Théoréme 2.6 Si F(z) et G(x) sont des fonctions continues sur un intervalle
[a,b] et si F'(x) = G'(x) pour tout x €]a,b], alors F(z) = G(x) + ¢, ot ¢ est un
constante, pour tout x € [a,b].

Si f(z) et F(z) sont des fonctions telles que F'(z) = f(z) alors on dit que F(z)
est une primitive de f(z).
Et on peut maintenant donner le théoreme fondamental du calcul intégral :

Théoréme 2.7 (Théoréme fondamental du calcul intégral) Si f(x) est une
fonction continue sur un intervalle [a,b] et si F(x) est une primitve de f(x) alors

b
/ f(z)dx = F(b) — F(a) = F(z) |”
2.2. Partie 2.
2.2.1. Primitives élémentaires (§1.9 ou §2.1).
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Fonction Primitive
" oun # —1 g::r;
v In(|])
sin(kz) ou k # 0 ,%k’m)
cos(kz) ou k #0 %
sec?(kx) ot k # 0 %
cosec?(kz) ot k # 0 _%k(’”)
sec(kx) tan(kx) ot k # 0 %
cosec(kx) cotan(kz) ot k # 0 7%(1”)
ek ot k # 0 e;
Exemple 2.8
2

_2 P _8-1_ 7

2 3
dei
/1xx 3/,°3 3 3 3

4 24 2 2
z 22 16 — 4
/2xdx:2~"i o (B oy (16 —16-4=12
) 2 |, 2 2 2

/ sin(z) dz = — cos(x)|y = —cos(m) + cos(0) =1+1=2
0

5
2 . Y . .
/ e® - sin?(2?) dz = We don’t know how to do this, but the answer is : 0
5

2.2.2. Les preuves de nos Théorémes (§1.10 ou §3.3). Vous avez vu le prochain
théoreme dans un cours de calcul différentiel.

Théoréme 2.9 (Théoréme des accroissements finis (ou théoréme de la moyenne))
Si f(x) est une fonction continue sur un intervalle [a,b] et si f(x) est dérivable pour
tout = €la, b[, alors il existe au moins une valeur de ¢ €a, b| telle que

f/(C) — f(b) — f((l)

b—a

Théoréme Si F(z) et G(x) sont des fonctions continues sur un intervalle
[a,b] et si F'(z) = G'(z) pour tout x €|a,b], alors F(x) = G(x) + ¢, ot ¢ est un
constante, pour tout x € [a,b].
Démonstration. Si H(xz) = F(z) — G(x) alors H'(z) = F'(x) — G'(z) = 0 (parce
que F'(x) = G'(x)) pour tout x €]a,b[. Prennons z1,z2 €la,b| tels que 1 < zs.
Puisque nos fonctions sont continues et dérivables, H(x) est continue et dérivable en
x1, 2. Par le théoréme des accroissements finis, il existe une constante ¢ €]xy, za|

telle que H'(c) = % = 0 (parce que ¢ €]a,b[). Alors, comme x; < X2

et H'(¢) =0 on a que H(z9) — H(xy) =0, ainsi H(x1) = H(x2). Alors, pour tout
x € [a,b] on a c= H(z) = F(x) — G(z), i.e, F(z) = G(z) + ¢ O
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Théoréme (Théoreme fondamental du calcul intégral). Si f(z) est une
fonction continue sur un intervalle [a,b] et si F(x) est une primite de f(x) alors

b
[ f@yds=F0) - Fla) = P

Démonstration. f(x) est continue, alors f: f(@)dz =limy, 00 Y f(xF) Ay, existe.
La fonction F(z) est dérivable (F'(xz) = f(x)) et alors continue. Donc par le théo-
réme des accroissements finis pour tout =} €]x;—1,2;[ on a
Flzi) = F(zioa) _ F(zi) — F(zia)
1) = P(a) = T ~

Alors
b n
/a fe)de = lim 3 f(a1) A,

. n F(l‘l) — F(xi_l)
Jm A A
1=

:Jergoz:lF(xi) — F(xi_1)

= lim F(z,)— F(xo)

n— oo

= F(b) - F(a)
]

2.2.3. Formules d’intégration de base (§2.2 ou §2.1). A cause du théoréme fonda-
mental du calcul intégral, pour trouver 'intégrale f: f(z)dx il faut trouver une
fonction F(xz) telle que F'(x) = f(z). Mais, ¢a n’est pas toujours facile.

Exemple 2.10 Trouve une fonction F(x) telle que F'(z) = f(x) = e’ Clest
difficile. On verra dans 14 semaines.

Une intégrale indéfinie est I’ensemble de toutes les primitives d’une fonction

donnée. C’est-a~dire : [ f(z)dx = F(z) + c ou ¢ est une constante.
Qu’est-ce que ca veut dire ?

Exemple 2.11 Par exemple, on peut voir que [kdz = kz + ¢. Ca veut dire
que kzx est une primitive de k. Pour montrer que c’est vrai il suffit de voir que

L fx = k.

On a plusieurs formules d’intégration provenant du cours de calcul différentiel :

(1) [kdx=ka+c

(2) [[k1f(z)+ kog(x)]dx = k1 [ f(z)dz + ko [ g(z) dz
(3) [a"dx za;ltll +c (onn#-1)

(4) [Ldz=In(|z]) +¢

(5) [etdz=e+c

(6) [a®dr = +c (ot l#a>0)

(7) [sin(z)dz = —cos(z) + ¢
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8) [ cos(x)dx = sin(x) + ¢

( )d
(9) [sec(x)dx = In(|sec(x) + tan(x)|) + ¢
| (

0) [ cosec(z)dx = In(|cosec(z) — cotan(x)|) + ¢

11) [tan(z
12) [ cotan

)

)
(10)
(11) dzx = In(|sec(x)|) + ¢
(12) x)dr = 1n(|sin(:r)\) +c
(13) [sec?(z)dx = tan(z) + ¢
(14) [ cosec?(x )dm = —cotan(z) + ¢
(15) [ sec(z)tan(z)dz = sec(x) + ¢
(16) fcosec( ) cotan(x) do = — cosec(z) + ¢
a7 [ \/7 dr = arcsin(z) + ¢
(18)

18 fw\/:vT dr = arcsec(|z|) + ¢
(19) [ 135z do = arctan(z) + ¢

Mais, pourquoi ? Parce que, ¢a nous donne une facon de facilement trouver I'in-

tégrale définie.

Exemple 2.12 Evaluez les expressions suivantes :

(1)
/—dxfm/ —dx
=12-
_23322
_1a( 1 1
B —2-42  —-2.22
1 1
=12 (— - —
(=5~ =%
4 1
=12 (— — —
(35~ 3
1.3
32
_9
=2
(2)
4 4
IA \/%dm =/ a=dx
1 4
(—1/2)272 |
4
_ =2
Valy
—2 —2
=(7A-7A)
2- (-
=2-1
=1

)
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Exemple 2.13 Un exemple plus compliqué. Disons qu’on veut trouver foﬂ 32 —
e® + cos(z) dx.
323

/3:102 —€e” + cos(z) dx = 3/1’2 dx — /e"’ dz + / cos(z) dx = = = e’ + sin(x)
Alors

Jo 32?2 —e” +cos(x)dr = (2° —e” +sin(x))|]
= (73 — ™ +sin(m)) — (03 — €° +sin(0))
=71 —e"4+0-04+1-0

=m3—e" 41
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3. SEMAINE 3 : 24 SEPTEMBRE 2018
3.1. Partie 1.
3.1.1. Rappel.

(1) La somme de Riemann : Y .| f(z})Az;
(2) L’intégrale définie : f f(z)de =limy, o0 Y iy f(2))Any.

(3) Théoreme fondamental du calcul intégral : Si f(z) est une fonction continue
sur un intervalle [a, b] et si F/(z) est une primitive de f(z) alors

/ f(z)dz = F(b) — F(a) = F(z)[}

(4) L’intégrale indéfinie : [ f(x)dz = F(z) + c.
(5) La grande liste!

3.1.2. Changement de variable(§2.3 ou §2.2). Soit deux polyndmes P(z) et Q(z).
Une fonction rationnelle est une fonction de la forme %. Rappelons que le degré
d’un polynome est le degré le plus élevé de ses termes. Si le degré du numérateur est
inférieur au degré du dénominateur, on dit que la fonction est une fraction propre.

Sinon, c¢’est une fraction impropre.

Exemple 3.1 Lequelles sont propres?

7_ .6 3
ul\fon x +1 Non
— 97 3 +2
2 2 3
2" +9900L ) (z +1)(a” —3) Oui
a3 (x —8)(x® 4+ 2) (22 + 2 —1)2

Si notre fraction n’est pas propre, on fait la division.

Exemple 3.2 Soit

P(z) =225 —2° —2*+32-3 Q(z) = 2* — 23 =

une fraction impropre. Faisons la division.
2x% — 2® — z* + 3z — 3|z* — 23
5
—(22°% — 22°)|222

a:5—a:4+33:—3\+x

(" — o)
3r—3
Alors
P(x) 22°—2°—2*+32-3 5 3z —3 3(xz—1) 5 3
Q(z) zt — 13 * +x+:174 — 3 s +x3(x -1) . +m+m3
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Et pourquoi on a fait ¢a? Pour avoir une fonction plus facile pour faire 1'inté-
gration :

'2/.67/,57/,4 e . . 1
/ T L41j31 3d1;:2/g;2dg;+/xdm+3/—3dm

xr* —x
3 x? 1
=2t 4T 43
3 N 2 + —212
2 1 3
= ng =+ 51'2 — 57’72

Mais, on a encore un probleme. Qu’est-ce qu'on peut faire avec une intégrale
comme : [(3z +2)7/%dx?

Avec les choses qu’on a vu, on a aucun moyen de faire cette intégrale. Heureuse-
ment, on peut appliquer une strategie qui s’appelle un changement de variable.

On aimerait avoir quelque chose plus simple. Ca serait cool si on peut changer
notre intégrale pour étre : [27/° dz parce que 13, on sait ce qu’il faut faire. Alors,
on va essayer de faire ca.

Mettons u = 3z+2. Alors, on a bien [ u"/? dz. C’est quoi le probléme ? La variable
Have them write what they think the problem is.

Alors on va faire :

u=3z+2=du=3dr= d;z::%

/(3:0 +2)70 de = / u7/9%

1
= g/u7/9 du
16/
376/9 " ©

et alors

9 469
=36t e
3

= T6(3$ + 2)16/9 +C

Et voila, c’est fait! Qu’est-ce qu’on a fait ?
(1) Metter u = f(x)
(2) Faites les derivées

)
3)
)
)

Remplacer les variables

(4

(5) Re-remplacez les variables

Faites I'intégrale

A ton tour, essaye-le. Trouver l'intégrale indéfinie : fx(?xQ — 8)16/7 dx

B d,
u="T2?> -8 = du = lda dx = d:L':—u
14z
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Alors
/x(?wQ — 8)16/7 dx = /w(u)16/7 dx

— / x(qj,)lﬁ/?di

14z
L[ 167
=11 U du
1“/23/7
11237 ¢
_ T o3
Tamt T
1
:EU%/?_'—C
1 23
:E(7x2—8)7+c

Mais on a fait tout ¢a pour pouvoir calculer des intégrales définies! Alors, qu’est-
ce que passe pour ¢a ?

Trouvons l'intégrale définie : f24 % dx Les changements de variable :

du
2

=22 r=du= (21 —1)de = dr =

U=z T u= 2z ) dx T 57— 1

4 Vi 4
2z — 1 2¢ —1 du 1
do = — [ 24
/2 22z /2 u  2r-—1 /z u

Mais il y a encore un nouveau probléme! Les indices ne sont pas corrects.
Regardons les deux fonctions ensemble. Celui de x en haut (bleue) et celui de u
en bas (rouge).

Alors

15f
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Alors, on va faire comme on a fait avec le dr. Si x = 4 alors u = 2°

42 - 4=16—-4=12.Siz=2alorsu=22—-2=4—-2=2.

Alors
4 12
20— 1 1
/ i dr = / —du
J2 xr< — T Jo2 u

= In([ul)l;”
=1In(12) — In(2)
=In(12/2) = In(6)

— X

Théoréme 3.3 (Changement de variable dans une intégrale définie) Si ¢'(x) est
une fonction continue sur lintervalle [a,b] et si f(x) est une fonction continue qui

admet une primitive sur lintervalle cowvrant les valeurs g(a) et g(b), alors
b . g (b)
[ #a@ng@da= [ fudu

g(a)
Essayons quelque chose plus fun : f cotan(ax) dz pour a € R.
du

u=ar = dr = —
a

Alors

' 1 1 S
/cotan(am) de = — /cotan(u) du = — / C?S(u) [
a a ) sin(u)
Rappelons que —= (sin(z)) = cos(z) Alors
dt
t =sin(u) = du =
cos(u)
et
l/cos(u) du = /cos(u) dt
a ) sin(u) e t  cos(u)
1
[
t
= —1In(Jt]) + ¢

3.2. Partie 2.

3.2.1. Fonctions paires et impaires (§2.3.3 ou -). On dit qu'une fonction f(x) est

f(x) et impaire si f(—x) = —f(z) Des exemples :

paire si f(—x)
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Théoréme 3.4 (Propriétés des fonctions paires et impaires) Si fi(z) et fa(x)
sont des fonctions paires et si gi(x) et go(x) sont des fonctions impaires, alors, ld
ot les opérations sont définies :

(1) fi(x)fa(x) et g1(x)ga(x) sont fonctions paires.
(2) fi(x)gi(x) est une fonction impaire.

(3) J2, fi(e)de =2 [ fi(x)de

(4) JZ,1(z)dz =0

Démonstration. On va montrer que

’ fl(x)da::2/af1(x)dx
—a 0
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Soit une fonction paire f(x). Par définition f(—z) = f(x).

a 0 a
fayde= [ f@ydos [ f@ydo

—a

0 W a
— [0S [ e
a 0

:-!lof(u)dwr% (@) da
_ /O”’f(u) du+ /Oaf(x) da
- | f@a+ [ r@ar
Q/Oaf(x) do

Exemple 3.5
/ z?sin(z) — 27 + z cos(z) dz = 0

3.2.2. Complétion du carré (§2.3.4 ou -). On va regarder les trois intégrales sui-
vantes :

1
———dz = arcsin(x) + ¢
[ = do = ancsinga) + ¢

/ 1
Va2 —1

1
/ T2 dx = arctan(x) + ¢

IIs ont tous la forme : 1 + z?. Alors, on va trouver une facon de changer un
polynéme ax? + bz + ¢ en un polyndme de la forme £z 4+ 1. On appelle ca :

complétion du carré. Cela consiste a transformer notre polynéme dans la fagon
suivante :

dx = arcsec(|z]) + ¢

b
aa:2+bx+c=a<x2—|—x+c>
a a

s b B e b
=al|lz*+ -2+ —+-— —
a 4a?2  a 4a?

() (- 2)

Mais, pour vrai, c’est trop difficile de mémoriser cette formule. La seule partie

. . . . 2
qu’il faut vraiment se rappeler est comment choisir notre 437. Et pour ca, c’est plus
simple de commencer avec un exemple tres facile :

Exemple 3.6
2 4 bx
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Ici, on a déja que a = 1 et ¢ = 0, mais comme j’ai dit, on ne va pas regarder ca
pour 'instant. On veut changer 22 + bz en “un carré”.
Donc, on va faire 'inverse. Supposons qu’on a :

(z+d)? =2+ 2de + &
Ainsi, dans l'autre sense, il faut diviser notre b par 2 ce qui nous donne :
b\> b\ b\2 /D)2
#rm=tinnt (5) - (5) = (++3) - (3)

Exemple 3.7 Essayons avec des exemples réel :

0?8z =22+ 8442 — 42 = (x 4+ 4)° — 4°

x2_7x:(x_;>2_<27>2

227 + 4z = 2 ((m—i— 1)% - 12)

S ERC)

P dr—1=(242°-22-1=(x+2°-5

Alors, maintenant, on peut faire les intégrations qu’on voulait au début :
T +2
V=222 — 122 — 10

dx
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T+ 2

V=222 — 121 — 10 / \/

2
i dx

—32+5>

_7/ 42

V2 et 3) +4

:%/ vt u=(z+3)/2
2@

- T+ 2
NG \/1—u2
1 2u—1
=— | ——=du
22 ) V1I—u2
1 U -1 f 1
= — 7du+—/7du 1—u?=w
ﬁ/\/l—uQ V2 ) V1—u?
1 u dv +7lac (u) +
= — resin(u) + ¢
Vel VCETR
S ! Lzaurcsin(u)—l—c
2V2 f V2
—1 1
:2\/5\2[4— —\ﬁarcsin(u)—&—c
Vo1
= — — arcsin(u) + ¢
42 x/i )
-1 - 1 csin(u) +
= — —— arcsin(u) + ¢
4\5 2
2
—ﬂ——arcsin(gc 3)+c
42 V2 2

3.2.3. L’aire d’une surface plane (§3.1 ou §3.4). Disons qu’on veut l'aire d’une
surface comme une carrée
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On veut utiliser I'intégration pour trouver I'aire. Depuis le début du cours, on sait
déja que f_ll 2 dx va nous donner l'aire. Mais qu’est-ce qu’on peut faire si on change

la taille de notre carrée ?

3.5F

2.5+

=51

=3
o0

-3 -2 -1

1 2 3

On peut le voir comme 'aire de la fonction en haut moins laire de la fonction

en bas. C’est-a-dire

13
f71 2 dx
3z 1

2 -1
3 _ =3
2 2
3
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Mais ¢a c¢’était trop facile. Donc prenons quelque chose de plus difficile.

Exemple 3.8 C’est quoi I'aire entre ces deux courbes ?

41 yai
—et+1

/ 4l

En bleu on a la fonction e” + 1 et en rouge on a la fonction xe® — 1.
On va faire la méme chose. On trouve 'aire sous la courbe du haut et on soustrait

l’aire sous la courbe du bas.
1

1 ) ) 1 1 ) 1
/ c$+17<.778($ ) — 1) dx :/ e —xel™) 12 dy = / e’ dmf/ zel® )dm+/ 2dz
J-1 —1 —1 J-1 J-1

Donc, on a

fil efdr = e””|1_1 =el —e!

[ 2de =22, =2-1-2--1=242=4
f,ll e dy = u =22
z=1 u
-I:chfl ?du
el r=1
— 2 lz=—1
o 6(.7:2) 1
2 1
_ (:<12) (:(712)
2 T T2
0

Alors laire est el —e~1 + 4.

Exemple 3.9 Faisons un autre exemple
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10

‘ /
NN /
/ N\ /
/ \ O\ / /
| /. AN / . ‘
3 /—2 1 \ \/ 1 // 2

&
T

/ 0]

—13741471 |
—2zt 4422 -2

Donc en bleue on a 23 — 42 + 1 et en rouge on a 2z* + 422 — 2. Si on veut I'aire
du milieu il faut premiérement trouver ou ces deux courbes intersectent.
Elles intersectent quand (2374 +42? — 2) — (.7;3 —dx+ 1) = 0. Donc il faut trou-

ver les racines de 2z* — 2% + 422 + 4z — 3.

Ainsi, il faut utiliser les racines évidentes : p/q est une racine d’un polynéme

ag+arz+ ...+ a,x" siplag et gla,. Alors, on sait que les racines doivent étre dans

I’ensemble : {:|:3, +1, :I:%, j:%}

Si on regarde notre image, ¢a nous donne des indices. Donc, on va voir si —1 et

% sont des racines.

Siz=-1=241+4-4-3=0

Alors oui, —1 est une racine.

1 2 1 22 22

Si$:§ :>?—2*3+2*2+ 5

3

123

1

23

1
— o +1+4+2-3=0

Ainsi oui, % est aussi une racine.
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Alors, on peut maintenant trouver I'aire. Mais, il faut savoir quelle fonction on
soutraite de ’autre. On peut voir que la bleue est au dessus donc, on fait

1 1
2

/7 (;v3—4x+1)—(2x4+4m2—2) dl':/i—2:L’4+:L’3—4:L’2—4£L‘+3d1?

1 —1

—2° n xt 4z’ 422 43 H
= _———— — T
5 4 3 2

-1
-2 1 22 22 3>

_<5-25+22-24_3-23_2-22+2

) 4 3 2

-2:2.-34+5-3-22.22.5-22.23.5.3+3-25.5.3
3.5-26
2-4-3+43-5+44-4-5-4-3-5-2-3-5-4-5
5-4-3
—12+15—-160 — 480 41440 ~ 24 +15+ 80 — 120 — 180
3-5.26 3-4-5
803  —181
3-5-26 3.5.22
803 + 181 - 24
3.5-26
803 + 2896
3-5-26
3699
3.5.26
1233
5.26
1233
320

Exemple 3.10 Un dernier exemple. Si on veut l'air dans les deux regions suivant :
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-z -2z
-

/

Donc la premiere chose est de trouver ou c¢a s’intersecte. Il faut trouver les

solutions de 3 — 22 — 2z. On a

w3 —a? —2r=x(?—2—-2)=z(x—-2)(x+1)

Donc, on va trouver laire :

-1

0 2
/ :1:3—2x7172d:17+/ 22— 23+ 2z dx
0

—3+12-4+32
12

37
12
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4. SEMAINE 4 : 15 OCTOBRE 2018
4.1. Partie 1.

4.1.1. Rappel.

(1) Substitution

4.1.2. Intégration par parties (§2.4 ou §4.1). Disons que f(x) = u et g(x) = v.
Alors d(uv) = f(x)g'(x) + g(z) f'(x) = udv 4+ vdu. Donc, on peut avoir f; d(uv) =
f: udv + f; vdu. Ca nous donne :

b , b
/ udv = w|, — / vdu
Ja Ja

La version indéfinie est donnée par :

/ udv = uv — / vdu

Une intégration utilisant la propriété a-dessus est une intégration par parties.
Faisons des exemples.

Exemples 4.1 (1) [(e®)?dx ="
u=e" dv = e* dx
du = e"dz v=e¢"

(2) [zcos(x)dx =
u = x cos(x) dv = dx

du = cos(x) — x sin(z) dx v=u=z

/:L’COS(CI?) dx =z (x cos(x)) — /x (cos(z) — xsin(x)) dz

u=2x dv = cos(z) dx

du = dx v = sin(z)

| / cos(a) do = wsin(e) / sin(z) dz

= xsin(z) + cos(z) + ¢
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(3) [a?sin(z)dz =

u=x? dv = sin(z) dx

du = 2z dx v = —cos(x)

/IL‘2 sin(z) de = —x? cos(z) — /—295 cos(z) dx

= —2” cos(z) + 2 / x cos(x) dx

u=ux dv = cos(z) dz

du = dx v = sin(x)
= —2? cos(z) + 2 <1 sin(z) — /sin(:L') dx)

= —22 cos(z) + 2z sin(z) + 2 cos(z) + ¢

u = cos(x) dv = " dx

du=—sin(z) v=c
sy — (coste)e” = [ —e"sinta) )

= (sin(z) — cos(z)) e* + /Sin(:c)egc dx

2 / e’ sin(x) dr = (sin(z) — cos(x)) e®

(sin(x) — cos(z)) €*

/e” sin(x) do = 5

Des indices : Supposons qu'on a [ f(z)g(z) dz. Si f(z) est un polynome, on veut
toujours essayer avec u = f(x) et dv = g(x) dx. Si f(x) est une exponentielle et g(x)
une fonction trigonométrique, on peut choisir n’importe laquelle pour v et 'autre
pour dv.

Aide mémoire

L Log

I Inverse fonction trigonométrique -arcin

A Algebre (= polynome)

T Trigonométrique

E Exponentielle

Page 32



MAT 0344 Aram Dermenjian

4.1.3. Intégration de fonctions trigonométriques (§2.5 ou §4.2). Des fois, il faut
utiliser des identités trigonométriques pour faciliter les intégrales. Voici une liste
qui peut t’aider :

(1) sin?(x) + cos?(z) = 1

(2) 1+ tan®(z) = sec?(x)

(3) 1+ cot?(z) = csc?(x)
(4) sin(z) cos(y) =  (sin(z — y) + sin(z + y))
(5) sin(z) sin(y) = 1 (cos(z — y) — cos(z + y))
(6) cos(z) cos(y) = 3 (cos(x — y) + cos(z + y))
(7)
(®)

8) cos(z £ y) = cos(z) cos(y) F sin(z) sin(y)

sin(x + y) = sin(z) cos(y) + sin(y) cos(z)

On peut utiliser cette liste pour avoir des identitées plus simple :
(1) sin?(z) = 71%0;(2‘7;)
(2) cos?(x) = 71+“’;(2””)
(3) sin(2x) = 2sin(z) cos(x)
Pourquoi ¢a nous aide ?
Exemple 4.2 Essayons de trouver I'intégrale : [ sin(32z) cos(3501x) dz. Utilisons
Iintégration par parties!
u = sin(32x) dv = cos(3501z) dx
sin(3501x)
T 3501
sin(3501x) - / sin(3501x)
3501 3501
On a le méme probléeme! Rien a changé. ® Alors on va utiliser une identité trigo-
nométrique.

du = cos(32x)

/Sin(32x) cos(3501x) dx = sin(32x) cos(32z) dz

1 in(—3469x sin(3533x
sin(32x) cos(3501z) = 5 (sin(322 — 3501x) + sin(32x + 3501x)) = sin 5 z) 4 sind 5 2)
4 o ora
/ sin(32z) cos(3501z) d / sin 3 692) 4o + / wfh

- cos(—3469:v) Lo cos(3533x)
2 % —3469 2% 3533
_cos(—3469x) = —cos(3533x)
- 6938 7066
4.1.4. Les intégrales du type [ sin™(z)cos™(x) dx (§2.5.2 ou §4.2). Supposons qu’on
a lintégrale : [ sin™(z) cos™(z) dz. On a plusieurs astuces pour trouver une primi-
tive.
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(1) Sim oun est impair, on a un moyen pour la trouver. Supposons m = 2k+1.
On peut utiliser I'intégration par substitution !

u = cos(x) du = —sin(z) dz
/sinm(a:) cos™(z) dx = /sinzkﬂ(ﬂc)u"_;ilg(m

. / sin?* (2)u"du

_ / (sin?(2))Fudu

- / (1 — cos?())Fu"du
=— /(1 —u?)*undu

Alors essayons ¢a dans un vrai exemple : [ cos’(z)sin?(z) dz. Ona 5 =
2.2+ 1, donc impair!

u = sin(x) du = cos(x) dx

" . du
5 02 _ (2:241) (), 2
/COS (z) sin”(z) dx /COS ()u cos(z)

_ / (cos?(x))? u2du
- / (1 —sin®(2))” u?du
:/(1—u2)2u2du

= /(1 —2u? + ut)u?du

= /u2 —2u* + u8du

:/u2du—2/u4du+/u6du

—£,2u7+u7+c
3 5 7
3 9 sin® T
_ sin (x)  2sin’(z) 4 5in (x) L
3 5 7
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Et quelque chose plus difficile : [ sin®(z) cos=*/7)(z)dzr On a vu :

u = cos(x) du = —sin(z) dz
/ sin® () cos™/ M () dz = — /(1 —u?)u "Dy

= — /’LFS/?dqu /u11/7du
WAT 18T
7 Pt
7(cos(2))¥/7T  T(cos(z))*/"

T R

4.2. Partie 2.

(2) Sim et n sont pairs et non négatifs. On va utiliser les trois propriétés qu’on
a vu avant :

) _ 1—cos(2z)
(a) sin®(z) = —5==
2 _ 14-cos(2z)
(b) cos*(x) = =5
(c) sin(2z) = 2sin(x) cos(z)
En utilisant ces formules, on fait des manipulations pour diminuer au max
le degré.

Exemple 4.3 Faison 'exemple : [ sin®(z) cos?(z) dx
/Sin4(m) cos?(x) dx = /(SiIlQ(ZL‘))(SiII(lL‘) cos(z))? dx

1 Cgs(%) . (sin(22$))2 di

/

_ / 1 —cos(2z) sin?(2x) de
1/
8

2 4
sin?(2x) B sin?(2x) cos(2z)
8 8

"1 —cos(4z 1
- / # de — S /Sin2(21‘) cos(2z) dx

% ( / 1dy — / cos(4z) dm) _ é / sin?(22) cos(2z) d

. 10,
T +c— g/sm (2x) cos(2z) dx

dz
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Alors il faut résoudre [ sin?(2z) cos(2z) dx
u = sin(2x) du = 2 cos(2z) dx

/ sin?(2x) cos(2x) d = / 2 cos(2z) — 2

2 cos(2x)
2
/ %du

u3+
—+c

6

.32
:sm(x)+C

6

Alors, on a

/sin4(x) cos?(z) dx = % - sm64

/sm 2x) cos(2x) dx

()

8
x sin(4x) 1
16 64 8
z  sin(dx) sin 3(2x
16 64 48
4.2.1. Applications en physique (- ou §3.5).

(1) Accélération, vitesse et déplacement
Dans le cours de calcul différentiel, tu as probablement appris qu’il y
a un lien entre 'accélération, la vitesse et le déplacement d’un objet. En
effet, si on sait la distance qu’un objet & deplacer pendant un intervalle du
temps, on peut trouver sa vitesse et sa acceleratin. Mais on peut utiliser
I'intégrale pour aller dans I’ature sens. Supposons que tu est en train de
conduire et ta vitesse est donnée par sin(z)/2 + 30 :

vitesse: km/h
a0

0 T~

20

10+

‘ ‘ ‘ _ temps: minutes
5 10 15 20

Donc, ¢a veut dire que a un chque instant ton pied est sur l'accélérateur
ou non. Pour voir 'accélération & un moment donné, on peut calculer la
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derivée pour trouver notre accélération :

d( Sinz(z) +30)  cos(x)

dx 2
Mais, si on veut connaitre la distance qu’on a parcouré il faut faire 'inté-
gration !

Donc disons que on a conduit pendant 25 minutes, alors, pour calculer
la distance parcouré il suffit de faire 'intégrale :

25

25 _:
08(25 — cos
/ il C) P O € B . ©22) Y P et il C) O
0 2 2 0 2 2

Mais, ¢a nous donne pas la bonne réponse! Il faut diviser par 60 parce
que I'axe vertical est en “heures” et I’axe horizontal est en “minutes”. Donc
ona 750 25

=22 —125km
60 2

(2) Centre de gravité

Le moment d’un objet mesure la tendence a tourner autour d'un axe.
Les moments par rapport aux axes x et y sont donnés par :

M,=§A M, =7A

ou (Z,y) est le centre de gravité de la surface et A est 'aire. Alors, comment
est-ce qu’on peut trouver les moments ?

\ /
\ /
\ //
3 o
\‘ P o n \\\ /
\ N /
X N /
2 \ \\
S \ N /
S/ N\ \\ /
yd N\
S \ AN
1k \ / —~——
AN | //
\\;‘ﬁ_"// d
——2z+el) 42
—sina + 2
1 1 3 3 2 3

Ici, le centre de gravité pour la petite boite est donné par (xi, w> .
Donc

My, =i = (PP (10 - gt A
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Alors, on peut faire

M, = lim Zf 77/f 7g

Axz;—0

Dans ’'autre sens
My, = 5;A; = x; (f(2:) — g(2:)) Az;

Donc,
b

M, = lim ZT, (f(x;) — g(xy)) Az = / xf(x) — xg(x) de

Ja

Exemple 4.4 Alors, faisons un exemple pour trouver le centre de gravité
entre deux fonctions. Posons

f(x) =sin(z)  g(x) = cos(x)

151

/\ \ /
-0:5-- \ \ / /

-L.5+

Donc, pour trouver le centre de gravité on a les formules :

M,=3A  M,zA
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Alors il faut trouver A, My, et M,.

A :/ 4 sin(z) — cos(z) dx

= —cos(x) — sin(z )|

)
(o () () o ) )

() (5D

INE) %‘;

2+2

I
S

A

Gn2(r) — co<2(r
sin®(x) — cos*(x) d

2

=
Il
A

=
I
o
»—H\
#5

xsin(x) — z cos(x) dx

_37r\/§

)

Donc
S My B s M
A T2 1 YT a T
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5. SEMAINE 5 : 22 OCTOBRE 2018
Devoir 1 - Date d’échéance
5.1. Partie 1.
5.1.1. Rappel.

(1) Par Parties vu — vdu
(2) LIATE

(3) Substititions trigonométriques

5.1.2. Sécantes, cosécantes, tangentes, cotangentes! (§2.5.3 ou §4.2). Commengons
avec [tan"(az)dz ot n > 1. En général on a

/tan"(ax) dx = /tan2 (az) tan™ 2(az) dx
= /(secz(aac) — 1) tan""?(az) dz

= /SeCQ(ax) tan”"2(ax) do — /tan"‘g(aac) dz

Cette intégrale n’a pas l'air plus simple que celle d’avant. Alors, on va essayer
d’utiliser les méthodes qu’on a déja vu dans le cours : substitution et par parties.

Commengons avec la substitution. Posons u = tan(az), alors du = asec?(ax) dx.
D’ou
, du
2 n—2 n—2 2 n—2 n—2
t de — [t dx = x —————— — [ ta z) dx
/sec (az) tan™"*(ax) dzx / an””“(ax) dx /sec (az)u o 50c? (az) / an”” “(ax) dx

1/ . ' .
=- /u”fzduf /tan"fz(azz) dx

a.

. —/t "2 (az) d

= an =D c a azx) dz
~ tan""!(ax) o2
_m—i—c—/tan (az) dx

Alors
tan" ! (ax)

n _ o 3 n—2 ) dr .
/tan (ax) dx = Tan=1) /‘mn (az)dzx +c

qui est beaucoup mieux!
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Exemple 5.1 Faisons ¢a avec un exemple : [ tan®(2z) du.

/ tan®(2z) dx = / tan®(22) tan?(2z) dx

/tan (22) (sec?(2z) — 1) dz

= /tan3(2x) sec?(2z) dx — /tan3(2x) dx
u = tan(2z) du = 2sec?(2z) dx
du
— 3 2 ) _/ 3 )
/u sec”( x)2sec2(2x) tan®(2z) dx
ud
:/?du—/tall(&v)tanQ(?aj) dx

ud

?du - /tan(Q:r) (sec®(2z) — 1) da

3

:/%du—/tan(%ﬁ) sec?(2z) dx+/tan(2x) dx
u? 9 du '

_/?du—/usec (2x)m +/tan(2x) dx

ud
/?du—/ du—|—/tan (22)d

ot In(|sec(2z)])
T 2.4 2. 2+ 2 te
tan?(2 tan?(2 In(|sec(2
_ fon'en) @) | nlpecCza))

Ou, plus facilement :

/‘ an®(2x) dx M - / tan®"2(2z) dz + ¢

 tan’(22) tan®~1(2z)
= 2w < 2G-1) /tan 2(2x) dr)
tan(22)  tan?(2z)  In(|sec(27)])

= - — +c

8 4 2

On peut utiliser une stratégie similaire pour la sécante : [ sec”(az) dz.
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Exemple 5.2 Faisons [sec®(z)dx
/secs(x) dx = /secQ(:r,) sec’(x) dx

= /secz(x) (tan*(z) + 1)3 dx

u=tan(z) du=sec?(z)dz

= /seCQ(x) (u® + 1)3 du

sec?(x)

tan”(z 3tan® (z .
= m7(T) + 11;) (z) + tan®(x) + tan(x) + ¢

Cette méthode ne marche que quand n est pair. Si n est impair, il faut utiliser la
formule de I'intégration par parties.

5.1.3. Intégration par substitution trigonométrique (§2.6 ou §4.3). L’idée mainte-
nant est de trouver une fagon d’intégrer les intégrales comme : [ v/a? — 22 dz. Pour
I'instant aucune méthode nous donne une fagon facile pour le faire. Par contre, on
peut utiliser les identités trigonométriques pour les résoludre.

Exemple 5.3 Siona [ Va2 — 22 dx on va utiliser le fait que sin(z)*+cos(z)? = 1
pour résoudre cette intégrale. Comment c¢a nous aide 7 Parce que, on peut jouer avec
la formule !

a’cos(x)? = a® — a?sin(z)? = /a2 cos(z)? = acos(x)

En particulier, cos(z)? = 1 — sin(z)?, donc si on remplace x par asin(f) on aura

quelque chose plus de simple.

Va2 — 22 = /a% — a?sin?(0) = ay/1 — sin?(0) = acos(h).

Prenons la dérivée, on a dz = acos(d) df! Done, [Va? —z?dx = [ a?cos®(6) db.

Et de la on a déja vu comment faire ¢a :
/ Va2 —ax?dx = /a2 cos?(0) df

a? [
5 /1+cos(20) do

2
1
= %9 +3 sin(26) + c.

MAIS! On a un autre probléme maintenant. On veut la formule avec les z. Alors,
il faut trouver ce que vaut 6 et sin(26) en fonction z.

Si 2 = asin(f) alors arcsin(%) = 6. Pour sin 26 on a sin(26) = 2sin(6) cos(#). En
utilisant le triangle :
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a2 — 12

on a sin(f) = £ et cos() = 7“12;302 Alors,

a? 1 .
Va2 —ax?dx = ?94— §s1n(29) +ec

_a? x, a® x Va?—a?
5&1(5111(a)+? o , +c
a? .z, xva? —a?

=3 arcsm(g) t——a te

Mais on a plusieurs identités qu’on peut utiliser pour nous aider !
sin(z)? + cos(z)? =1 1+ tan(z)? = sec(z)?

Pour chaque cas on utilise une substitution différente :

a®—z® | z=asin(d) = [_%73]

a?+ 2% | x =atan(9) hel-2,1]
0 s N

2 —a? | x = asec(f) €[0,Z[ pourz>a
0e]Z.m] pourz<—a

Faisons quelques exemples.

0\ —3/2
Exemples 5.4 1) [ (25+ (x —3) ) dx

La formule 25+ (x —3)? est comme 1+x2, alors on va utiliser z = a tan(6)
comme substitution.

r—3 =>5tan(d) = dr = 5sec?(0) do
—3/2
/ (25 +(x— 3)2) dz =

(25 + 25 tan*(6)) 325 sec?(6) do

—3/2 (1+ tan®(0)) 372 5 sec? (0) do

();3/2 a0
d

1

/

[
[
/-

(0
sec(0)

1
% cos(0) db
sin

in(0)
25 +c

r—3
—— +c
25¢/(z —3)2 4+ 25
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(2) f w\/2$12—16 dz
Disons que V2z > 4 et alors 0 € [O, 5 [

V2z = 4sec(f) = dz = V8sec(f) tan(f) df
1 _ V/8sec(f) tan(#)
/ xV2z? — 16 = / V8sec(f)/16sec2() — 16 0

_ / tan () 40
sec?(0) — 1
B tan(6) ;
= / 7tan2(0) dg < [0,pi/2]
[ tan(0)
/4tan(9) a0

1
219—&-6

1 <\/§>
= —arccos| — | +¢
4 T

5.2.1. Intégration d’expressions comportant des fonctions quadratiques (§2.7 ou
§4.8). On a déja tous les outils nécessaires pour intégrer les fonctions qui contiennent
ar? + bx + ¢ (n’importe o).

Rappelons comment compléter le carré.

0 = cos(b) = @ = 6 = arccos (\/§>

x T

5.2. Partie 2.

b ]
ax2+bx+c=a(x2+x+p)
a a

(2 b b2 ¢ b2)
=alr"+ -+ 5+ —
a

4a2  a 4da

() (- 2)

D’ici, on peut utiliser les méthodes précedentes pour trouver 'intégrale.
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Exemple 5.5 Faisons un exemple : [ ﬁ dx.
2’ —6r+1d=2"—62+9—-9+14=(z—3)>+5

1 1
/\/226x+14d$:/«/(x3)2+5dx
=z —3=+5tan(d) = dx = V5sec*(0) df
_ [ YBsect0)
V/5tan?(0) + 5
_ V5sec?() 0
V5y/tan?(6) + 1

sec?(6)

= [ —=df
v/sec2(6)

= /sec(@) de

= In (|sec(d) + tan(0)|) + ¢
(r—32+5 x-3

=1In +c
([ -=7)
5.2.2. Applications en économie (§3.1 ou §3.5).

(1) Surplus du consommateur et surplus du producteur :

Prix global

™.

—z2-3z+5
—z?t+z+1

0.2 0.4 0.6 0.8

Quantite

La demande est la quantité demandée selon le prix. Quand le prix dimi-
nue, la publique veut en acheter plus, alors la quantité demandée augmente.
L’offre est la quantité offert selon le prix. Si le prix augmente, le/lau ven-
deur/vendeuxe veut vendre plus, alors la quantité offerte augmente aussi.
Donc la courbe du haut D(z) est la fonction de demande et le courbe en
bas O(z) est la fonction d’offre.
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Le surplus du consommateur SC' représente I’économie que l’ensemble
des consommateurs ont pu réaliser en achetant l'article au prix courant
plutét qu’a un prix plus élevé qu’ils étaient préts a payer. Le surplus du
producteur SP est le montant supplémentaire que ’ensemble des produc-
teurs ont pu amasser en vendant le produit au prix courant plutét qu’a un
prix moindre qu'’ils étaient préts a accepter. Dessiner the SC and the SP

Le surplus total ST est la somme du surplus du consommateur et du
surplus du producteur. Ca veut dire que ST = SC + SP. Alors, ST =
laire entre D(X) et O(x).

Donc, pour trouver le total il faut trouver le point d’équilibre qui est le
point ot les deux courbes sont égales. Apres on fait 'intégrale.

Si D(z) = 22 — 3z + 5 et O(x) = 22 + x + 1 il faut tout d’abord,
trouver quand les deux fonctions sont égales. On a D(z) = O(x) quand
22 =3z +5=2%+x+1. Alors

> —3rx+5—2—r—1=—-4da+4=0
Alors, c’est quand = = 1.

Donc on a

ST = /1 D(z) — O(x)dx
Jo

1
:/ 22 —3z+5-—2%—x—1ldx
0

1
/ —4x + 4 dx
Jo

= 222 + 4x}é
- 9244=2
Ainsi, il y a un surplus de $ 2.

Courbe de Lorenz et coefficient de Gini

Il y a plusieurs mesures pour quantifier l'inégalité des revenus dans
une société. Vers 1905 Max Otto Lorenz a introduit une approche gra-
phique permettant de mesurer I'inégalité. Il a utilisé ce qu’on appelle la
courbe de Lorenz. Une courbe de Lorenz L(zx) posséde les propriétés sui-
vantes :

(a) Le domaine et I'image sont entre 0 et 1
(b) L(0)=0et L(1) =1
(¢) L doit étre une fonction croissante sur [0, 1].
(d) L doit étre concave vers le haut sur ]0, 1].
)

(e

L(z) < x pour tout z. Perfect equality line
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s
Y
A

0.2 0.4 0.6 0.8 1

Donc on veut minimiser l'aire entre les deux courbes! Ca c’est exac-
tement ce l'italien Corrado Gini a pensé a I’époque. Ainsi, il a decidé de
calculer le quotient entre I'aire en dessous de la courbe z et I'aire entre les
deux courbes. Cette quotient est appellé le coefficient de Gini. Il est donné
par

_aire fgl x— L(z)dx

1/2 1/2

https ://wwwl50.statcan.ge.ca/t1/tbll /en/cv.action 7pid=1110013401#timeframe
http ://www.oecd.org/social/income-distribution-database.htm
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Exemple 5.6 Faisons un exemple. Supposons que la courbe de Lorenz
est donnée par L(z) = x'-%. Alors

1
G:2/ x— L(z)dx
0

I
ro
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6. SEMAINE 6 : 29 OCTOBRE 2018
6.1. Partie 1.
6.1.1. Rappel.

(1) [tan™, f sec”

(2) Va?— a2

Examen Pratique

6.2. Partie 2.

6.2.1. Longueur de courbes planes (§3.4 ou §5.3). Soit une courbe, on veut main-
tenant calculer sa longueur.

1}
0.8
0.6
0.4}

0.2

012 0‘.4 0.‘6 018 i
Pour calculer la longueur de la courbe de 0 a 1, il nous faut retourner a la sommation
de Riemann. Rappelons la sommation de Riemann :

b n
/a flx)de = nlgr)lo ; flah)Ax;
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Si on veut calculer la longueur, on peut calculer la longueur un petit morceau a
la fois. C’est-a-dire, on peut calculer :

VA2 + A2 = /A2 1 () — flai))?
= \/AJ;ZQ + (f’(ci)AxiP
=1+ ['(c)? A

Ainsi la longueur est donnée par,

n b
nlLII;OZ V14 fle)?Ax; = / V14 fl(x)?dx
i=1

Ja

Exemple 6.1 Calculer la longueur de la courbe f(z) = 4 + 2va? de (0,4) &
(1,6).
Dong, il faut calculer :

/01 V14 f(x)?dx

Premiérement il faut calculer f'(x). Ainsi, f'(z) =2 2,/z. Alors,

/01de=fv1+<m>adm

1
:/ V14 9z dx

0
u=14+92r = du=9dx

1 10
1
- 9i3 “3/2‘
2 3/2  13/2
= 5.5 (1072 -1°)
201/10 — 2
27

Des fois, il vaut mieux utiliser I’axe des y.

10

1

Exemple 6.2 Voyons ¢a avec un autre exemple. Calculons la longueur de la
courbe f(z) = 2z% de (0,0) & (1,2).
Si on le fait de fagon normale, on trouve que ce probleme est difficile :

1 1 2
/ \/1+f’(x)2dx:/ 1+(§x_§> | dx
0 0
1
:/o \/1—&-%3:%2031‘

On n’a pas encore vu une facon de résoudre ce probléme.
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NI

Mais, on peut le faire avec ’axe des y. Donc si y = 273 alors z = (%)

2 3 ? 2 9
1+ =y | d :/ 14+ —yda
/0 <2~23\ﬁ> Y Jo 4'8/ ’
9 9

uw=1+ —1 du = — dj

U +32y:> U 3 Y
32 [v=2

=— Vudu

9 Jy=o
22
32 2 35

6.2.2. Récapitulation - Un grand rappel. Qu’est-ce que vous aimeriez voir ?

(1) Régle de L’Hoptial Silim, o £ = 3 ou = £ et si la limite lim, ,, L2
existe ou est infinie, alors

16) _ y, £16)

z—a g(x) z—a g'(x)
Exemple 6.3

ot —t et — 22— 2% 42 bt —4x3 4322 — 22— 2 o 2023 — 1222 + 62 — 2
lim = lim = lim =

r—1 (x — 1)2 z—1 2. (.T _ 1) e} D) 6

Et si la limite est de la forme 0o — 0o, 0 - £00 ou la forme 0°, 0o®, 1F°°.

Exemples 6.4

1 ,
lim — — — lim z1n(z) lim z”
s—0x  sin(xz) 20 z—0

Page 51



MAT 0344 Aram Dermenjian

o1 1 . sin(z) —x
lim — — — = lim ———
s—0x  sin(x) 20 zsin(z)
cos(z) — 1
=lim ——————
2—0 sin(z) 4+ x cos(x)
= lim sin(@) .
x—0 cos(x) + cos(x) — x sin(x)
— 0 —
5=
In(z
lim 2 In(x) = lim n(z)
z—0 z—0 1/1‘
1
= lim [z
z—0 *1/.’1}2
2
= lim
z—=0 T
=0
lim 2% = lim zln(z) =0
x—0 x—0
=>=c"=1

(2) Sommation Abréger la sommation suivante avec X :

f6)  f®)  f0)  f(A2)  f(4)

f(4)_2+3_4+5_6
i(_l)iﬂ f(zz"+ 2)

(3) Intégrable au sens de Riemann Ca veut dire quoi d’étre intégrable au
sens de Riemann ?

n b
ﬂlgrolc;j(xl)AuLl :/a f(z) dz(silalimiteexiste)

Intégrable si f(x) est continue sur [a, b].

(4) Théoréme fondamental du calcul intégrale Si f(x) est une fonction
continue sur un intervalle [a,b] et si F(x) est une primitive de f(x) alors

J? f(z)dz = F(b) — F(a) = F(z)|"

(5) Changement de variable/Méthode de substitution
Version indéfinie :

a) Mettez u = f(x).

)

b)

(c) Remplacez les variables.
)
)

(
(

Faites les derivées.

(d) Faites I'intégrale.

(e) Re-remplacez les variables.
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Version définie :
a) Mettez u = f(x).
b

)

)
(¢) Remplacez les variables.
(d)

)

(
(b) Faites les derivées.

d

(e) Faites l'intégrale.

Calculer les nouvelle bournes.

La partie la plus dure : Décider u

Exemple 6.5

I (ln(;f))4 do = [

du

u = lIn(x)
du =1/xdx
= “7 +c

Redo with definite integral

(6) Complétion du carré

ar’ +br+c=a x—i—i 2—|— E—i
N 2a a 4a?

Exemple 6.6

1
f\/md’f
—22 — 62 —8 = —(2%+6x+3%—-32+38)
=—((z+3)*-1)
[ =t = md’

u=x+3 =du=dx
= [ i du
= arcsin(u) + ¢

= arcsin(z + 3) + ¢

(7) L’aire d’une surface plane

Page 53



MAT 0344 Aram Dermenjian
15} /
/ /|
/|
[/ /
4
N I/
i
/
4
// //
0.5 4 /
I/ /
/ /
/ pd
1 1 1 —. 1 1 1
1.5 -1 —O.,Sa/ 0.5 1 15
A /
/ /
// //
/ / 0.5
yAmY4
/[
//
/4 al
A
v
- m
A _
/| /
/
0

1
/ 5133—CI7dZL‘+/ x— 2 dr
- 0
(8) Intégration par parties
(a) Trouvez u et dv (utilisez LIATE!)
(b) Trouvez du et v

(c) Remplacez les variables

1

b b
/udv:uv—/vdu / udv = uv|Z—/ vdu

Exemple 6.7

ffgjln(m) dx
u = In(x) dv = zdx
du = dT'L v = g
2 z? 2 2221
fl zln(z)dr = 7111(3«/)‘1 _fl ©1lg
=Zm@) - L) - [ sde
512
=2In(2) - %
1
52 2
=2In(2) - (& - %)
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(9) Intégration de fonctions trigonométriques [ sin™(ax) cos”(ax) dx
Si m ou n est impair, on essaye de le changer pour qu’il soit pair. Si
tous les deux sont positifs et pairs, on utilise nos identités pour diminuer
I'exposant.

Exemple 6.8

[sin?(z) cos*(z)dz = [ (sin(x) cos(x))” cos?(x) da
. 2
:f<sm(22m)> 1+co;(2:c) dx

_ / (1+Cos(2x8))sin2(2x) d

T
sin? (2z sin?(2z) cos(2x
e gy fentanenn) g,

_ f 1— cos(4r) dr + f W%Wd?‘

_ / % [ cos( 4T) + / sin2(29:) cos(2z) dx

x sin(4x sin?(2z) cos(2x
— = <>+(,+f *(20) con(za) g

u=sin(2x) = du = 2cos(2z)dx

(/‘M de = [ % w2

_
=g te

.3
_ sin”(2x)
=~ Tt

_ oz sm(4x) + sin (2x) +e

=L

(10) Sécantes, cosécantes, tangentes, cotangentes Il faut faire une substi-
tution de la forme u = tan(z) aprés avoir fait des substitutions trigonomé-
triques. Rappelons qu’il faut utiliser la méthode par parties si n est impair
pour la sécante : sec™(z).
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Exemple 6.9 (a)
Jtand(z)dx = [tan(z)tan?(z)dx
— [ tan(z)(sec?(z) — 1) da
= [ tan(z) sec(z) dx — [ tan(z) dz
= [tan(z)sec?(z) dz — In(|sin(z)|) + ¢
u=tan(z) = du=sec*(z)dx

= [wdu —In(|sin(z)]) +

=% —In(Jsin(x)]) + ¢

2
— (0 _In(jsin(z)]) + ¢

[sect(z)dx = [sec?(x)sec’(x)dx
= [sec?(z) (tan®*(z) + 1) da
u=tan(r) = du=sec’(z)dw

= fu? + 1du

%3 +u+c
= 7ta“;(”) + tan(z) + ¢

(11) Intégration par substitution trigonométrique Si on a des quadra-
tiques, on utilise intégration par substitution avec un changement de va-
riable selon la formule dans la racine carrée. On a les trois options suivantes :

a® —2? = = asin(0)

a’ + 2? = r = atan()

2% —a® = x = asec(f)
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Exemple 6.10

f dz
Vx2—8x+20

22 —82+20 =22 —-82+16—-16+20= (x —4)2 +4

f\/m

-4 = tan(f) = da = 2tan(f)sec(d)do

_ f 2 tan(0) sec(0) do
24/tan(0)2+1
_ f tan(0) sec(0) do

\/sec?(0)
= [tan(0)do

= In(Jsec(0)]) + ¢
=1In (’sec (—W) D +c
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7. SEMAINE 7 : 12 NOVEMBRE 2018
7.1. Partie 1.
7.1.1. Rappel.

(1) algo

7.1.2. Intégration de fonctions rationnelles par décomposition en une somme de
fractions partielles (§2.8 ou §4.4). Des fois, c’est facile de multiplier plusieurs po-
lyndémes ensembles. Mais qu’est-ce qu’on peut faire pour inverser ce processus ? Les
fractions partielles!!!

Commengons avec une fonction propre : ggg

Rappelons qu’'une fraction est propre si le degré du numérateur est inf. au degré
du dén.

La premiére étape qu’on fait c’est de changer Q(x) en un polynéme de facteurs
linéaires et quadratiques. Ca veut dire que

Q(z) = (ar1x + b)) .. (anz + b)) (c12® + diz 4+ e1) .. (e + dpx + €)™

Exemple 7.1 Un exemple! Soit
Q(x) = 22° + 5a* — 122 — 142% + 342 — 15.
Il faut utiliser une racine évidente. p/q est une racine ou plag et ¢la, avec Q(z) =
anfL'n + -+ ap.
Ona—15=aget 2 = a,. Donc p/g peut étre: {£15,+5, £3,+1,£15/2, +5/2,+3/2, +1/2}.
Essayons avec le plus simple : 1.
Q)=1:2+5-12-14+34—15=0
Donc, (z —1)|Q(z) et
Q(z) = (z — 1) (22" + 72® — 52® — 192 + 15)

Essayons 1 encore :
Q(l)=1:247-5-194+15=0.

Donc :
Qz) = (z — 1) (2953 + 922 4+ 4z — 15)
Alors, on essaye encore 1.
Q)=1:24+9+4—15=0.

Donc :

Q(z) = (z — 1)% (22* 4 11z + 15)
Mais, d’ici, c’est évident que 1 ne va pas marcher parce que ¢a nous donnera quelque
chose de positif! Donc, essayons —1.

Q(-1)=—1:2-11415=6.

Nope! Essayons, —3.
Q(-3)=-3:2-(-3)?4+11-(-3)+15=2-9-33+15=18-33+15=0
Alors :

Q(z) = (x —1)3(x +3) (22 + 5)
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La deuxiéme étape est de développer notre quotient selon le dénominateur.
Pz A A A
(@) _ 4 + 2t
(az+b)» ax+b (ax+D) (az + b)"

P(l‘) o Alx + Bl AQ(IZ + B2 Anﬂf + Bn
(az? + bx + )™

N ax2+bx+c+ (az? + bz + ¢)? e (az? + bz + )"
Si on en a plusieurs, on les ajoute ensemble.
P(x) A n B
(ax +b)(cx +d) ar+b cr+d
Exemples 7.2 (1) Dans notre exemple :2w5+5w4_12wp3(f)14m2+34w_15.
P(x) A B C D n E

@— 1P +3)20+5) 743 2045 2-1 " (@=12  (@=1p

P(x
(2) (x241)2(2z+3)
A Bx+C Dx+ D

T3 2il @il

P(x)

(3) 22(24+1)3 (2— 3 ) (2241)3 (22 +20+8) °
A B+ C n D + E " F +GZL'+H Iz +J Kz +L Mz + N
Cxo2? 41l (241 @+1)® -3 22+1 (22417 (a2+1)° 22 +22+38

Mais, comment est-ce qu’on peut trouver les variables majuscules ? Si on n’a pas

de puissance, c’est facile :

Exemple 7.3 ;(2::;"13’) = % + %.

A@-1)
(171) (thl)
120 4+3=A(x—1) +
Slx:o%
Si z = laorsB = 15

Alors A = —3 et B=15. Donc
12043 -3 15
r(x—1) 2=  x-1

22 —15x B
Exemple 7.4 % =11t 3
Az +3) B(x —1)

S (r—=1)(z+3) (xr—1)(z+3)
22° — 150 +3 = A(x +3) + B(z — 1)
Siz=1lalors2—-15+3=A(1+3)+B(1—-1)= —-10= A(4)
Siz=-3alors 18 +45+3=A(—-3+3)+ B(—3—1) = 66 =—4B
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Alors A= = et B = =2*. Donc,
202 —150+3 -5 33

(x—1)(xz+3) 2x—-1) 2(x+3)

Essayons quelque chose plus compliqué.

Exemple 7.5 (ii*ig)cg = l‘% + ﬁ + ﬁ Commengons de la méme fagon :

2 +r=Ax+1)>+B@x+1)+C
C=0+ (z=-1)
Mais, on ne sait pas ce qu’on peut mettre pour les z pour trouver A et B! Alors,

on va faire la multiplication :
P’ +r=Ar>+24x+A+Bx+B -1

=A2? + A+ B)x+(A+ B —1)
A=1
B=2+B=1=B=-1

. 2
Exemple 7.6 Et si mailx)g = g + %ﬂ + ﬁ + ﬁ Alors

22 +x=Ax+1)*+ Br(z+1)? + Ca(z + 1) + Dz
A=0+ (x=0)
D=0+ (x=-1)
Pour B et C on fait la méme chose qu’avant.
2?4+ = Bz +2B2* + Bx + C2? + Cx
=B2*+ (2B +C)z* + (B+C)z

B=0
c=1
20t 4o 417220 _ A B c D E

mencons dans le méme sens Expand
20t + 23 170 —20 = A(z — 1)*(22 4+ 5) + Bz + 3)(x — 1)3 + C(z + 3)(2z + 5)(z — 1)?
+D(x+3)2x+5)(x— 1)+ E(x + 3)(2z + 5)

A=1« (x=-3)
B =0+ (z=-5/2)
E=0+ (z=1)
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Alors
2zt + 23 — 170 — 20 = (22* — 2% — 92% + 132 — 5) + C(22* + 7% — 52 — 192 + 15)
+D(22° 4 922 + 4x — 15)
= (24 20)z* + (—1 +7C + 2D)2* + (=9 — 5C + 9D) x>
+ (13 = 19C + 4D)z + (=5 + 15C — 15D)

Faisons, I'exemple d’une intégrale.

Exemple 7.8 fwdm

3 —22—2+1
Qz)=2 -2 —2+1=(z - 1D*(x+1)
3x2 + x4+ 2 A B C

C—12@+1) 41 a-1 (@12
32+ +2=A(x - 1)*+Bx+1)(z—1)+C(x +1)
A=1 (z=-1)
C=3(z=1)
2=

=1+ B)2*+(-2+3)z+ (1 - B+3)
B =2+ (%)
322 +x+2 1 2 3
@12+ D) o201 7 1 (r_1p

/ 32 +z+2 dx—/ 1 L 2 L 3 dr
23—z —x+1 ) x+1 -1 (x—1)2 7
1 2 3

_ dx dr d:

/.7:—‘—1 °L+/x—1 l+(m—1)2 v

-3
= 1n(|x+ ].D +21H(|(E — 1|) + m +c

7.2. Partie 2.

7.2.1. Volume de solides (§3.3 ou §5.1). On va essayer de calculer un volume étant

7’ . . T __
donné une fonction. Donc supposons qu’on a la fonction % :
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0.5 1 15 2

D’ici on peut se demander, quel est le volume d’une partie de notre fonction en
rotation autour d’'un axe ? On va faire comme on a fait avec les fonctions en 2d.

On peut approximer le volume en faisant la somme des volumes des disques tres
minces.
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Quel est le volume du petit disque ? 7r2Az. Alors, pour trouver le volume il nous
faut calculer I'intégrale :

/ e (f()? da

Cette méthode pour évaluer le volume d’un solide de révolution est la méthode
des disques. Alors, faisons des exemples.

Exemple 7.9 Trouver le volume de la courbe f(z) = 2 en rotation autour de
laxedeszdex=1ax=4.0Ona:
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Donc, le volume sera :

/147T(f(:17))2 do = /147r(2)2d1:

4
= / 47 dx
J1

= 47T£L‘|il
=4n(4-1)
=127

Exemple 7.10 Quelque chose plus difficile : Trouver le volume de la courbe
flx) = LQ_I en rotation autour de 'axe des z de z =1 & = 4. On a déja vu cette

courbe. Donc, le volume sera :
4 4 2
-1
/ 7 (F(2))? da / . ( ) dz
1 J1 2

4

:%/(m)z—Qem—&—ldx

- 4 4 4
:</ e dx — /e””dx—i—/ dx)

4\ Jy 1 1

™ (&) 4 4
=4<2 )|1+$1>

7w (e

o8

— me? — 4me* + dmel + 87 — 2
8

Mais on avait deux facons de faire la rotation!

Exemple 7.11 Donc essayons de trouver le volume de la courbe en rotation
autour de 'axe desy dey=1ay=4.

4 4
/ nz? dy = ﬂ’/ In(2y + 1) dy
J1 1

Pour l'instant, c’est trop compliqué, donc essayons quelque chose de plus facile.

Exemple 7.12 f(z) = z'/3. Autour de I’axe des z on a :

/ /3 dx

/ my° dy
Donc il faut faire les intégrales. '

,5/3
T
/7T£U2/3d$: 5/3 +c

et autour de 'axe des y on a :
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et .
Y
myldy =" +¢
7
Finalement, on fait une rotation autour des axes, mais a quoi est-ce qu’on arrive
si on fait une rotation autour d’une autre droite ?

Exemple 7.13

—sin@

Qu’est-ce qu’on peut faire? On a toujours 7r2Az pour les disques, mais quoi
vaut r ici? Ce n’est plus f(z)! Maintenant, c’est 2 — sin(z). Donc, il nous faut
I'intégrale :

/O (2 — sin(x))? do
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Pour 'intégrer, on a

27
/ 7 (2 — sin(x
0

2
7'1'/ 4 — 4sin(z) + sin®(x) dx
0

2T
1-— 2
/ 4~ dsin(z +Mdl
0 2

- L 2
7 | 4z + 4 cos(z) + L sin(2z)
2 4 0

2 sin(4
7r<87r+4cos 2m) + 7ris1n( m) 04COS(O)051H(0)>

I
3

2m

2 4 4
B8r+44+7—-0—4-0)

™
9>

Continuons a compliquer les choses, qu’est-ce qui peut arriver si on fait une
rotation d’un objet entre deux courbes ?

Exemple 7.14 Supposons qu’on a l'objet :

41 /

/
/
/
s /
/
/
/
: /
/ 7
/ / — 3
/ T
. v
i
—/
—
~
1 /65/ 05 1 G 2
// /
v
ed Al

C’est exactement la méme chose qu’on a fait pour trouver laire.
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Cette méthode est la méthode des disque troués.
Mais, qu’est-ce qu’on peut faire si on veux trouver le volume de

2|

4

—sina
— ICOoST)

apres avoir fait une rotation autour de I'axe des y.
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On ne peut pas utiliser les disques parce que des fois, c’est la méme fonction.
Dongc il faut utiliser une autre forme pour trouver le volume : méthode de tubes.
Premiérement, il faut calculer le volume de cet objet :

2rrhAr

Exemple 7.15 Pour notre exemple, on a r = z et h = sin(z) — x cos(x). Alors,

5m 5w

/ " ome (sin(z) — z cos(x)) dz = 27r/ ’ xsin(x) — 22 cos(z) dx
0 0

u=x dv=sin(z)dr v =z> dv' = cos(z)dx
du = dz v=—cos(x) du' =2z dr v = sin(z)

=27 <—x cos(x)]," —/ — cos(z) dx — x? sin(ac)|04 —|—/ 2z sin(z) dac)
0 0

u =2x dv' = sin(z)dz

du' =2dzx v = —cos(z)

5 5m 5m
=27 <—x cos(z) — 2 sin(x) |04 +sin(z)|,t — 2z cos(z)|,t — / —2cos(x) dx)
0

5
—x cos(z) — 2 sin(z) 4 sin(z) — 2z cos(x |0 + 2sin(x)|," )

57r .o om om om
< ) sin( —|—sm(z) -2 Zcos( 1 ) + 2sin(— 1 ))

—0cos(0 0251n(0)+sm( ) —2-0-cos(0) + 2sin(0)))
( 5m—1 )2 —1 —157r—1+2—1>
V2 V2 2V2 V2
—(0-0+0— 0+ ))

o1 2
42 16f f 22 f)
27r<207r+257r 16+407r32>

1612
2572 4+ 607 — 48

82
_25m% 4 607 — 48n

8v/2
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8. SEMAINE 8 : 19 NOVEMBRE 2018
8.1. Partie 1.

8.1.1. Rappel.
(1) algo

8.1.2. Intégrales impropres (§5.4 ou §5.5). On commence aujourd’hui avec un exemple.

Exemple 8.1 Disons qu’on veut calculer I'intégrale suivante :

1
1
1z

On trouve que

|
1 -1
=-1-1
-9

Est-ce que c’est correct 7 non
Pourqoui ?

On voit que w% est toujours positive. Donc l'aire doit étre positive! Mais ce n’est
pas ce qu’on a trouvé.
En effet, si on regarde le graphe on voit :

6|

I

|

I

|'

51

I
|
|
l

I
|
|
|
/

——
—
—
—

|
|
/ T

——

Dongc, il y a un probleme. Le probleme vient de notre théoreme.

Théoréme 8.2 Si f(x) est une fonction continue sur un intervalle [a,b] et si
F(x) est une primitive de f(x) alors f: f(x)dz = F(b) — F(a).
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Alors, le probléme vient du fait que ?12 n’est pas continue a 0.

Pour résoudre ce probleme on utilise les limites. Déja comme notre fonction est

paire on sait que :
1 1
1 1
1T Jo T

Maintenant, on va utiliser les limites.

1 1
1 1
/ — dz = lim — dx
0 T n—0 n T

1

. 1
= lim ——
n—0t T n
. 1 -1
= lim —— — —
n—0+ 1 n
. 1
= lim -1+ —
n—0+ n
=00
Alors
|
/ — dr=2-00=00
1
On peut faire la méme chose vers l'infinie.
\
\\ -
\
1.2} \
\
il \
u\
\
I \
o\
o6 |\
I \
| \
0.4} 11 N\
I \\
| AN
02} | N
I \\>
Y . N P O s s o
1 2 3 4 5
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oo 1 N 1
/ — dzr = lim / — dx
1T n—oo [1 X

1 n
= lim ——
n—oo I |,
. 1 -1
= lim —— — —
n—o0 n 1
= lim 1—-—
n—roo n
=1

Donc on a la définition suivante. Une intégrale est une intégrale impropre

(1) si lintégrande tend vers +oo en une ou plusieurs valeurs entre les bornes

ou

(2) si au moins une des bornes d’intégration est infinie.

Pour le premier cas, soit f; f(x)dx

(1) Si f est continue sur [a, b et lim,_;— f(z) = +oo alors

b B
Af(x)dm:Blglbli ’ f(z)dx

si la limite existe.

(2) Si f est continue sur Ja,b] et lim, .+ f( ) = do00 alors

/f = lim f(T)d.E
A

A—at

si la limite existe.

(3) Si f est continue sur |a,b[, lim, .+ f(z) = oo et lim, ,,- f(z) = o0

b c B
/a flz)dz = AIHE+ /A flx)dz + BIHIZ)I* /( f(z)dx

alors

si les limites existent pour un ¢ €]a, b[.

Si les limites donnent un nombre réel, I'intégrale impropre est convergent. Si elles
existent pas ou sont infinies, alors I'intégrale impropre est divergente.

Pour nos exemples on a f | 2 d est divergente et [

xg dx est convergente.

Exemple 8.3 L’intégrale fo f(;fé) dx est-elle convergente ou divergente ?
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0.5 1 1.5 2 2.5 3
/ \\ ]
2 / ‘\ |
/ N i
/ \\ i
sl \ !
I \ |
! \ |

| \
4t ’ \ |
' \ |
| \ “
| \ |
A .

3 or 41 . 1oor 41 , B oor+1
———dr = lim ———dz + lim ——dx
o z(r—3) A=ot J4 x(xz —3) B—3- )1 x(x—3)

2z+1 A B
r(r—3) =z -3
2z +1=A(z — 3) + B(x)

-1

B:ée(mzii)
2z 41 -1 7

x(x—3 3z i 3(x —3)
Alors

3 1 B
20+ 1 -1 7 -1 7
————dz = li — 4+ —d li — +—d
/O -3 T ) 3 T3 TS ) 3 T 3a— ™
1 B
— lim —In(|z|) n Tn(|z — 3|) 4 lim —In(|z|) n Tn(|lz — 3|)
A—0t 3 3 4 B—3- 3 3
— lim —In(1) N 7In(]1 — 3|) B —In(|A]) B 7In(]A - 3|)
A—0+ 3 3 3 3
. —In(IB]) TIn(|IB-3|) —In(1) 7In(J1-3))
1 _
T T 3 3 3

= 00 + 00 3rd term, 2nd term
Alors, c’est divergent.

Exemple 8.4 Un autre exemple. L’intégrale ff N% dx est-elle convergente

ou c’est divergent ?
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S —
———

Alors, on a que l'intégrande tend vers oo a 1. Donc, on a
1 2

————dzr = lim / ————dx

/1 zva? -1 A1t Ja ayva? —1

_ 2
Jim arcsec(|z|)|%

= 1l 2|) — A
Jim, arcsec(]2]) — arcsec(|A])

Alors, c’est convergent.

Pour le deuxiéme cas, soit f; f(z)dzx

(1) Si f est continue sur [a, oo[ alors

oo .B
/a f(z)de = 3113100. ’ f(z)dx

si la limite existe.

(2) Si f est continue sur | — oo, b] alors

/ fw)de= lm /A b f(x)dw

si la limite existe.

(3) Si f est continue sur R alors

/—: fode= e, /A S+ Jim [ * ) do

si les limites existent pour un c € R.

Faisons des exemples.
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Exemples 8.5 (1) Déterminer si LOOO xe® dx est convergente ou divergente.
On voit que ze® est continue sur | — 00, 0] :

Alors, on a

0 0
/ re¥dr = lim / ze® dx
o A——o0 J»

0

. 0

= lim ze®[, — [ e“dz
A——oc0 JA

_ . T 0
= lim ze® —e”|,

A——o00
= lim 0e° —e® — Ae? + e
A——oc0
=0—-1— lim Ae? +e?
A——o0

A
=-1- lim —+0

A——c0 €

=—1— lim
A——oc0 —e—

=-1
Ainsi, c’est convergent.

’ . . oo . . 7
(2) Déterminer si [~ sin(x)dz est convergente ou divergente. Au début on
commence en faisant une mauvaise chose !

[e'S) A
/ sin(z)dx = lim sin(z) dx
— 00 A— o0 —_A
= lim 0
A—o0

=0
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Le probléme c’est que on a pas utilisé la bonne formule!

o 0 B
/ sin(z)dz = lim / sin(z) dr + lim / sin(z) dx
) 0

— 0 A——o00 4 B—oo

_ 5 os(2)® + Lim cos(z)|B
Jim cos(z)[ + Jim cos(x)l

= lim cos(l) —cos(A) + lim cos(B) — cos(1)
A——o0 B—oo
= lim —cos(A4)+ lim cos(B)
A——o0 B—oo
Mais aucun entre ces deux limites n’est pas bien définie! Alors, les limites
n’existent pas! D’ou ffooo sin(z) dz est divergent.

8.2. Partie 2.

8.2.1. Aire d’une surface de révolution (§3.5 ou §5.4). On a calculé le volume de
la rotation d’une courbe autour d’un axe, mais comment est-ce qu’on peut calculer
I’aire de la surface ? La il faut utiliser les mémes méthodes qu’on a vu avec le calcul
de la longeur d’un arc d’une courbe plane. Si on peut calculer la longeur d’un arc,
on peut calculer 'aire de la surface. Donc, disons qu’on a la courbe suivante entre
(0,0) et (1,4) :

al
/
/
/
//
3
//
/
/
/
2 —z? ‘ ,/
1 /
//
/
/
: v
hd
yd
_—
/// { { { {
0.5 1 1.5 2
Avec une rotation autour de 'axe des = on a la formule :
27TT¢A£Z'
C’est quoi notre r; ? f(x})
C’est quoi notre A¢; ?
Al; = q/A.’E? + Ay? = Aux;
En utilisant le théoréme des accroissements finis : 2Z)=f@i-1) _ f'(¢) pour un

Ti—Ti—1

c € i1,z
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Alors on a

Ayz ' :
T}LII;QZQ?T][ 1+ /27Tj ( ) dx

Et si on a fait la rotation autour de 'axe des y on aura :

Ay, ’

Donc, selon I'axe des y, on change la formule de I'intégration pour :

2w
Exemple 8.6 Faisons un exemple assez simple : = /x. Avec une rotation
autour de I'axe des x de ( (4,2) on a que l’alre de la surface est :

27rf ,/1+ dx_/ 2/ 1+<2f)

:7r/ Vidx + 1dx
0

17
d
=7 \/ﬂ—u
1 4
17
2u?

3 1
(17% - 1%)
(17% — 1)

oA e I RN e
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Exemple 8.7 Et si maintenant on fait un exemple avec la formule f(r) = 2
ol on fait une rotation autour de Paxe des y de (0,0) & (2,4).

/ dr
/QTL 1+ y / 2ran/1+ (22)? dx
0

= 27r:17\/ 14+ 422 dx

17
= - Vudu

Axe de rotation

Rotation autour de ’axe des = | Rotation autour de I'axe des y
b 2
Description | ¥ = f(z) x € [a, D] fa 27rf(:c)\/1 + (%) dz f 27r:c\/1 + (dy> dz
de la courbe 2
x=g(y) y € e d f27ry\/1—|—(z) dy f27rg \/1+( )dy
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9. SEMAINE 9 : 26 NOVEMBRE 2018
9.1. Partie 1.
9.1.1. Rappel.

(1) algo

9.1.2. Equations différentielles (§4 ou §2.3). Une équation & plusieurs variables
dans laquelle il y a une relation entre une fonction inconnue et une ou plusieurs de
ses dérivées, ou une relation des différentielles est appelée une équation différentielle.

Exemples 9.1 Des exemples :
d
1) &=
dP _
(2) V& =nr
(3) y'+2y -3=2a
2 dy _ .3
4) v+ =t
(5) % = kQ (k une constante)
Have them make their own examples
Une équation différentielle est ordinaire si il y a au plus deux variables, ainsi que
des dérivées d’ordre supérieur ou égal a 1 d’une des variables par rapport a 'autre.
Quels exemples en haut sont ordinaires ?
(1) oui
(2) non
(3) oui
(4) oui
(5) oui

L’ordre d’'une équation différentielle est le plus élevé des ordres des dérivées
contenues.

(1)
(2)
3)
(4)
()

Une solution d’une équation différentielle est une fonction qui ne contient aucune
dérivée et aucune différentielle, et qui satisfait cette équation.

=

= = N

Exemple 9.2 La fonction y = 222 +sin(z) est une solution de —degz —2?2=2-14
dy d?y
— 4x + cos(x =4 —sin(z
In x + cos(x) T2 sin(z)

Exemple 9.3 La fonction y = 1 — z est une solution de 7y” + 14’ +y + 2 = 0.
y=-1 y'=0
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Une équation différentielle est d wvariables séparables si on peut Iécrire sous la
forme

g(y)dy = f(z)dx

Exemple 9.4 Lesquelles sont & variables séparables 7

d d d d
d—i = sin(x) cos(y) oui d—i = sin(xy) non a% = 23 oui d—i = z¥% non
sec(y)dy =sin(z)dx — e Wdy=e>Tdx —

Et pourquoi on veut avoir une équation différentielle a variables séparables 7 Car
dans ce cas, c’est facile de trouver une solution!

Exemple 9.5 Faisons % = sin(x) cos(y). Ca nous donne : sec(y) dy = sin(z) dz.

On va utiliser 'intégration !
/sec(y) dy = /sin(x) dx

In(|sec(y) + tan(y)|) + ¢, = —cos(x) + ¢,
In (|sec(y) + tan(y)|) = — cos(z) — C

Donc, on a une solution générale pour notre équation différentielle.

Une solution est appelée implicite si on peux mettre la solution sous la forme
F(x,y,C) = 0. Notre exemple a comme solution implicite :

In(|sec(y) + tan(y)|) + cos(z) + C =0

Une solution est appelée explicite si on peux mettre la solution sous la forme
y = f(x,C). On peut trouver une solution explicite par rapport & z facilement
pour notre exemple :

x = arccos(— In(|sec(y) + tan(y)|) + C)

Par contre, par rapport & y, il n’y a pas de solution explicite.

Exemple 9.6 Faisons un autre exemple : % = ¢22+3Y. On a e 3V dy = €2 dz.
p ple : y

Alors
/673?’ dy = /ezx dx

(’,_Sy 62:1:

,73+C1/: 9

e 3 = +c

On voit que cet exemple a une solution explicite.
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Une condition initiale est une condition imposée pour les valeurs de x ou y. Par
exemple, on peut imposer que y = 0 lorsque z = 1. Ca nous aide a trouver nos

constantes C' et en méme temps nous donne une solution particuliére.

Pour trouver une solution particuliére il nous faut n conditions initiales ot n est

Pordre de I’équation différentielle.

"

Exemple 9.7 Soit I’équation différentielle 2y
particuliére.

= 3z + 6, trouvez une solution

Pour trouver une solution particuliere, il nous faut 3 conditions initiales. Donc,

disons qu’on a
(070) (171) (7170>
comme solutions & notre équation differentielle.
Commengons par trouver une solution implicite.

/!
2y/// — d(y ) — 3.T + 6

/ 3x + 6dx

1

2y" = 21 24 62+ C

/2d(y’):/§x2+6x+01 dx

/

1
2y _Q‘L +31 + Cix + Cy

1
/ /21'3 +3(E2 +Cll'+02 dx
L4 . X
2= — 4 2°
y=R e 2

Avec nos conditions initiales on a :

y=0,z=0=C3=0

1 C
y=1l,r=1=2. 1_§+1+71+c2
1 Ch
=0,z=-1=20=-—1+——C.
Y x 3 +2 2
1 4
O _ -
2=g 1t
1. 1 c, 1
2= 41— - 14— ==
stigtg ltg =114
7
:>01:Z
1 8 7
=0C=-——-+4+-=0
237878
Donc, notre solution particuliére est :
4+‘+7°L
P fa
Y7 8

Page 80



MAT 0344 Aram Dermenjian

9.1.3. Suites (§6.2 ou §6.1). Une suile est une séquences des nombres.
Exemple 9.8 (1) {1,1,1,1,1,...}
(2) {1,2,3,4,5,...}
DR ERE
4) {1,2,6,24,120,...}
5) {1,1,2,3,5,8,13,21,...}
6) {1,1,2,5,14,42,...}
(7) Make your own

(
(
(
(

Plus précisement, une suite est une fonction dont le domaine est un ensemble £ C N.
On a deux fagons d’écrire une suite donnée :

{Cl]_,ClQ,a?,,...} f(n) = an
Si notre suite est donné par une fonction explicite, le terme a,, est appellé un terme
général de la suite. Ca nous permet d’utiliser la notation : {a,},., ou {a,} pour
désigner la suite.

Exemple 9.9 (1) {1,1,1,1,1,...} = {1}
2) {1,2,3,4,5,...} = {i}
3 {%7%;%7%7}:{1«&»%}

)
4) {1,2,6,24,120,...} = {il}
)

(

(

(5) {1,1,2,3,5,8,13,21,...} = {%} olt ¢ = 1.61803398874989. . ..
2n

(6) {1,1,2,5,14,42,...} = %ﬂ(n)}

(7) Make your own

Exemple 9.10 C’est quoi le terme général de la suite | 3, %, 17, 15> 57> - - } ?
(~1)+!
{ 242 }
9.2. Partie 2. On peut aussi définir une suite en utilisant les termes précédants.

Une suite est définie par récurrence si la valeur des premiers termes est donnée et
que le terme général est défini en fonction des termes précédents.

Exemple 9.11 (1) {1,1,1,1,1,...} a1 =1 et ap = ap—1.
(2) {1,2,3,4,5,...} r a1 =1et a, =ap—1+ 1.

1111 . _ 1 _ n—1
3 {i,g,z,g,...}.al—éetan—Tan_l.

(3)

(4) {1,2,6,24,120,...} : a1 = 1 et ap, = na, ;.

(5) {1,1,2,3,5,8,13,21,...} tay =1 et ap = ap_1 + an_o.
(6) {1,1,2,5,14,42,...} s a1 = L et a,, = 2227 a, ;.

(

7) Make your own

Donc, on peut voir que, des fois, la définition récursive est plus simple que la
définition explicite.

On peut voir les suites commes des graphes.
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Exemple 9.12 { L }:

n+1
0.6} \\

oo 1\
A

0.3 \

0.2 \

2 4 6 8 10

tout n. De la méme facon, une suite est décroissante si a, < a,_1 et strictement
décroissante si a,, < a,_1 pour tout n. Une suite est monotone si elle est croissante
ou décroissante.

Une suite {a,} est bornée supérieurement ’il existe un nombre réel B t.q a,, < B
pour tout n. De la méme fagon, une suite est bornée inférieurement s’il existe un
nombre réel b t.q. a, > b pour tout n. Une suite est bornée si elle est bornée
supérieurement ou bornée inférieurement.

Une suite est croissante si a, > a,_1 et strictement croissante si a,, > a,_1 pour

Monotone ?
Bornée sup ? | Bornée inf? | (si oui, lequelle ?)
{%} {1,%,%,...} 1 0 décroissante
{(-1)"} | {-1,1,-1,1,...} 1 -1 non
{n} {1,2,3,4} n 1 cro
{0} | {-1,2,-3,4} n n non

Théoréme 9.13 Soit une suite {a,} et une fonction f telles que f(n) = ay
et f(x) est continue. Silimy oo f(z) = L ot L € RU %00 alors lim,_,o f(n) =
lim,, o0 ap = L.

Si L € R on dit que la suite {a, } converge vers L et que la suite est convergente.
Si L € 400 ou L n’existe pas on dit que la suite diverge ou que la suite est divergente.

Théoréme 9.14 Soit une suite {a,}.
— Si{an} converge alors elle est bornée.
— Si{a,} n’est pas bornée alors elle diverge.

— Si{a,} est monotone, alors elle converge si et seulement si elle est bornée.
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— {an} converge vers 0 si et seulement si {|an|} converge vers 0.
Théoréme 9.15 Soit une suite {a,} qui converge vers Ly et une suite {b,} qui
converge vers Lo et C € R. Alors

— {C} converge vers C.

— {an £ by} converge vers Ly & Lo.

— {Cay} converge vers C'L;.

— {anbn} converge vers L1Ls.
— {@l converge vers L
bn g L2 .

Théoréme 9.16 (Théoréme du sandwich) Soit les suites {an}, {bn} et {cn}
telles que a,, < ¢, < b, pour tout n > m pour m € N. Alors si lim,,_, a, = L et
lim,, o by, = L alors lim,,_,o ¢, = L.

Exemple 9.17 Soit {a,} = {%} = {4,8, %, %, %58, %56, % .

10+

Déja on peut voir qu’elle va converger vers 0. Alors, il nous faut trouver une autre
suite qui va faire un sandwich.

477,
ap = —
n!
44 4 4 4 4 4
n on—-1 n-=-2 4 3 2 1
4
< -1 1.1.._.1.é.é.4
n 3 2
44
~ 6n

n
nl

4 4
Mais on peut voir que lim,, g—n = 0. Alors, parce que 0 < < é—n on a que {a,}

converge vers 0.
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Exemple 9.18 Soit {a,} = {2 + Siill(g,”) } On voit que 2+ =3 < 2+ S”;# <
2+ 71; Mais lim,, 00 2 + ;—} = 2 et également lim,, .. 2 + n% = 2. Alors{a,}
converge vers 2.
9.2.1. Séries infinies (§6.4 ou §6.2). Une série infinie (ou série) est la somme
suivante d’une suite : 221 a; = a1 +as+.... Alors chaque suite est associée a une
série.
Exemple 9.19 Soit la suite {(—1)"} la série qui lui est associée est la série :
oo
D) =-141-14+1-1+...
i=1
Une somme partielle S, d’une série est la somme des n premiers termes de la
série.
n
S, = a1 +a2+...+an:2ai
i=1

La somme (si elle existe) de la série est :

o0 n
S:limSnzgaizlimEai
n—o0 n—oo

i=1 i=1

La suite des sommes partielles {S,,} est la suite des sommes partielles.
On dit que la série Zfil a; converge si lim, ., S, =5 € R. On dit que la série
Yoo, a; diverge si S € {£o0} ou n’existe pas.

Exemple 9.20 Soit la suite {3%} Alors la série est donnée par

ia4*1+l+i+i+
~ 39 21 81 T
Les sommes partielles sont données par :
1
Sl:§
1 1 4
S:— _ = —
=375 9
g _Ll,1 1 _13
PT3 9 21 21
gLl 1 1, 1 4
Y7379 2781 81
3*—1
Sp =
2.3
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Alors on cherche S = lim,,_soo Sh,.

. .31
= S
371n(3)

nooo 2 - 30 In(3)

= lim —
n—oo 2

Alors notre série converge vers %

Théoréme 9.21 Si Zf; a; converge, alors lim,_,, a, = 0.
Théoréme 9.22 Si ) ;> a; et > i by sont deux séries convergentes respecti-
vement vers A et B, et si c,k € R alors Y .o, (ca; + kb;) converge vers cA+ kB.
Théoréme 9.23 Si Y :° a; diverge, Y .o b; converge et ¢ € R\{0}. Alors
ooy (ai £b;) et >0, ca; divergent.
L. . L. . sos 1
9.2.2. Séries importants (§6.6 ou §6.2). La série harmonique est la série Z?; 7
Elle est divergente vers oo.
Une série de la forme > =, (a+ (i — 1) d) est une série arithmétique de premier

terme a et de raison d.

oo

> (a+(i-1)d) =a+(a+d) +(a+2d)+ (a+3d) +...

i=1
Exemple 9.24 Soit la série suivante :
A=14+243+4+5+...

c’est une série arithmétique avec d =1 et a = 1. Ainsi, A =57, 1+ 1(i — 1).

Exemple 9.25 Soit la série suivante :
B=2+4+5+8+11+14+17+...
C’est une série arithmétique avec d = 3 et a = 2. Ainsi, B= ", 2+ 3(i — 1).

Théoréme 9.26 Soit la série arithmétique Y .- | (a + (i — 1) d) alors elle diverge
pour tout d € R sauf st a =0 et d = 0. En plus la somme partielle S, est donnée

par :
n(n —1)

S, = na + 5 d
Exemple 9.27 Pour nos exemples :
-1 3 -1
A:sn=n+"(”T) B:Sn:2n+%

Une série de la forme Y oo, art™!

et de raison r.

est une série géométrique de premier terme a

(o]
Zarl_l:a+ar+ar2+ar3+a7‘4+-~-
i=1
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Exemple 9.28 Soit la série suivante :
C:14+24+44+8+16+32+...
C’est une série géométrique avec r =2 et a = 1. Ainsi, C =)~ 271,
Exemple 9.29 Soit la série suivante :
D:m+7n3+7324+73+ ...
C’est une série géométrique avec r = 3 et a = 7. Ainsi, D = [ 73" 1.

Théoréme 9.30 Soit la série géométrique Y ;o  ar’™ ou r # 1 alors la somme
partielle S, est donnée par :

a(l—7r")
Sp=——"""
1—r
Exemple 9.31 Avec nos examples on a :
1-2" (1 —3")
: n = D : n=———>=
C: 8 1-2 S 1-3

Théoréme 9.32 Soit la série géométrique > o, ar'™" ol a # 0, alors elle

converge vers Tfl si|r| <1 et diverge autrement.
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10. SEMAINE 10 : 3 DECEMBRE 2018
Devoir 2 - Date d’échéance
10.1. Partie 1.
10.1.1. Rappel.

(1) algo

10.1.2. Séries a termes positifs (§6.7 ou §6.3). Maintenant, notre but est de savoir
si les séries sont convergentes ou pas. Pour ¢a il existe plein de critéres qu’on peut
utiliser pour nous aider.

(1) Critére de ’'intégrale

Théoréme 10.1 Soit Y .o a; ou a; > 0 et f une fonction positive,
contmue et décroissante sur[1,00[ t.q. f(n) = a, pour tout n. Alors <, a;
et fl x) dx sont convergentes toutes les deux ou sont divergentes toutes
les deux

Exemple 10.2 Montrons que » .-, \[ diverge. Posons f(x) = T qui
est bien positive, continue et décroissante sure [ 1,00 [. Alors,

/ f(z) —hmhdem—hm 2f’1—2hm Va—1=o0o
1

a— o0

Alors Y72, % diverge.

Une série de Riemann est une série de la forme >~ 77 oup € R.

Théoréme 10.3 Soit une série de Riemann, Y ., p, ot p € R. Si

p <1 alors la série diverge. Si p > 1 alors la série converge.
(2) Critére des polyndémes

Théoréme 10.4 Soit la série Y .0, a; ova; >0 et a; = % t.q. P(4)
et Q(i) sont deux polyndmes de degrés respectifs p et q. Si ¢ —p < 1 alors

la série diverge. Si q —p > 1 alors la série converge.

Exemple 10.5 Est-ce que les séries suivantes convergent ou divergent 7

o0

Z 142
———— converge
L iy qp g S
=1
i3 +3
S EE verge
i=1
042
E 5— diverge.
2 LUerge
i=1

(3) Critére de d’Alembert

Théoréme 10.6 Soit la série ) ;°, a; oti a; > 0 et lim, o *2+
- n

Alors si v < 1 la série converge. Sir > 1 ou r = oo la série diverge. Si
r =1, alors on ne peut rien conclure.

=r.
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Exemple 10.7 Soit > -, L. Alors

1 i
= lim = lim - <1
n—o00 = n—oo eZJFl n—oo €
Alors Y72, L converge.
Exemple 10.8 Soit Y .o, sty Alors,

n+1 2

n .  +1)-2- 1 . 2(n 2n +1
lim X nH) = lim (n+1) (n+1) = lim w =
n—oo sty n—00 Q(n + 2)(71) n—00 2(n + 271)

Donc, on peut rien conclure.

(4) Critére de Cauchy

Théoréme 10.9 Soit la série Yy .o, a; ot a; >0 et r = lim,, oo Y.
Sir <1 alors y;° | a; converge. SirT > 1 our = oo alors y .-, a; diverge.
Sir =1 on peut rien conclure.

Exemple 10.10 Soit > -, %ﬂ Alors

3 3
(2n+ 1)337 M+ 1\" 1\ "
lim ("‘L)znms(wr) — 3 lim (2+) —3.
n

n—oo n3 n—00 n n—oo

2n+1)%3" ..
Donc, Y2, MJFT) diverge.

(5) Critére de comparaison
Théoréme 10.11 Soit la série Z;’il a; ot a; > 0. St a; < ¢; pour tout
i >n oun e N\{0} et si >.;°, ¢; converge, alors > ;= a; converge. Si
a; > d; > 0 pour tout i > n € N\ {0} et si Y .o d; diverge, alors > = a;
diverge.

Exemple 10.12 Soit la série Y .o, %Tm(). Parce que 0 < %ﬁin(i)
on peut utiliser le critére de comparaison.

98 + 2sin(i) _ 98+2 _ 100

il
oo 98+2 sin(4)
il

0!

100

Et, car )2, 4 converge on sait que y .~ converge aussi.

(6) Critére de comparaison a 1’aide d’une limite
Théoréme 10.13 Soit la série Y .-, a; ot a; > et la série Y .~ b; ot
b > 0. Soit L = lim, o 3=, si la limite existe, ou 0 < L < oo, alors
$i Y oo by converge alors > i, a; converge aussi. Si 'y .o, b; diverge alors
o2, ai diverge aussi.
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Exemple 10.14 Vérifions si Zf; sin (%) converge ou pas. Soit b; =
1
7 Alors

= lim

Et parce que Y o0 b, = > 2, \[ diverge, alors Y _;, sin (\[) diverge aussi.

10.1.3. Convergence absolue et convergence conditionnelle (§6.8 ou §6.4). Une série

alternée est une série de la forme suivante :
(o)

ay—as+az—as+...= Z(—l)iﬂai ou —aj+tay—az+tas—...= Z(—
i=1 =
Théoréme 10.15 (Critére de Leibniz ou Critére de la série alternée) Soit les
séries alternées > .-, (—1)'a; et ZZ (=D a; ot a; > 0. 8ilim,yooan, = 0 et
si la suite {a,} est décroissant d partir d’un certain indice, alors les deux séries
convergent.

Rappelons que si lim,, ., a, # 0 alors les séries divergent.

Exemple 10.16 Est-ce que la version alternée de la série harmonique converge 7

Z?; (_kl)t. Alors on peut voir que limk%w% = 0. De plus, elle est décroissante

3 1 / _ =1 -
parce que si f(x) = - alors f'(x) = —3 < 0 pour tout x > 0. Donc la série converge !
On dit une série Y.~ a; est absolument convergente si Y .-, |a;| converge.

Théoréme 10.17 Si > °, a; est absolument convergente alors elle est conver-
gente.

Si une série est convergente mais pas absolument convergente on dit qu’elle est
conditionnellement convergente.

Exemple 10.18 On voit que ), , “— —1)' n’est pas absolument convergente parce
que la série harmonique :
oo
-y 1
=23
i=1

>

, i
i=1

ne converge pas. Mais parce que elle est convergente, on sait qu’elle est conditio-

nellement convergente.

cos(i) ) 1 Mot © 1
Exemple 10.19 Soit Y °, 5. Notons que . Mais, )7, = est
une série de Riemann avec p = 3 > 1 alors elle converge. D’ot1, par comparaison on

sait que Y2,

i3

(‘us( i) (os( )

converge aussi. Donc >~ est absolumenet convergente.
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10.2. Partie 2.

10.2.1. Séries de puissances (§6.9 ou §6.5). Une série de puissance en (x — a) (ou
une série entiére centrée en a) est une série de la forme :

oo
Zci(x—a)i:co+cl(x—a)+02(x—a)2+03(x—a)3+...
=0

ouc, € RetacR.

Exemples 10.20 Des exemples :
(1) 3o
(2) iy 5
(8) Ty 2 (2~ 2)'

(4) Make your own

Si on regarde le premier exemple, on peut voir que si x| < 1 alors elle va
converger, et si |z| > 1 alors elle va diverger.

i 1i—1+1+i+i+
—\4) T TaTe s

> 2 =1+2+22+2° 4. ..
i=0
Donc on peut voir que, selon notre choix de x, la série peut diverger ou conver-
ger. L’ensemble I de tous les x tels que la série de puissance converge s’appelle
Uintervalle de convergence. Toute série de puissance a au moins un = tel que la
s . . L 00 i
série converge. En particulier si # = a alors ) .~ ¢i(x —a)* = 0.
Le rayon de convergence r est défini comme suit :

(1) Sila série converge seulement pour x = @ alors r = 0.

(2) Si la série converge pour tout x t.q. |z — a| < r et diverge pour tout x t.q.
|z — a| > r, alors le nombre 7 est le rayon de convergence.

(3) si la série converge pour tout z € R alors r = co.

Théoréme 10.21 (Critere généralisé de d’Alembert) Soit la série Y .o u; ot

Un+1

u; # 0, et soit R =lim,_, . 8i R < 1 alors la série converge absolument. Si

R > 1 ou si R =00 alors la série diverge. Si R =1 alors on peut rien conclure.
Théoréme 10.22 (Critére généralisé de Cauchy) Soit la série > . u; et soit
R =1lim, 00 V|unl|. Si R <1 alors elle converge absolument. Si R > 1 ou R = o0
alors elle diverge. Si R =1 alors on peut rien conclure.

Théoréme 10.23 S9i > ° ci(z —a)" est une série de puissance, alors le rayon

de convergence est donné par r = lim,_,

—Cci - ‘, dans le mesure ou cette limite
"

existe ou vaut l’infini.
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10.2.2. Séries de Taylor et de Maclaurin (§6.10 ou §6.6). Finalement, on veut
savoir si on peut intégrer une série entiere. La réponse est donné par le théoréme
suivant :

Théoréme 10.24 Sila série enticre Y .o a;(x —a)’ a un rayon de convergence
r > 0, alors la fonction définie par f(z) = .o, a;(x—a)’ est dérivable et intégrable
surla —r,a+ r[. De plus,

o0
E ia; (x —a)

i=1

T*(l
/f dx—CJrZ P

le rayon de convergence de ces deux nouvelles séries vaut également r.

et
z+1

Maintenant, faisons quelque chose un peu bizarre (comme toujours).

=Y ai@ —a)i = f(a) = ag
=0

f(z)= Ziai(x —a)" = fla)=a

f(x) = iz vi—1-ai(x—a)"?= f"(a) = 209
i=2

f’”(x):Zi-i—l-i—lai(x—a)i*?’:>f’”(a)=3-2-a3

=3

fB@)=>"ii-1i-2-i-3-a(z—a)*= f'(a)=4-32a,
=4
Donc, on a

(@)

_ Z f (.I' o Cl)l
i=0
On appelle cette expression la série de Taylor centrée en a. Si a = 0 alors, c’est
plutdt le série de Maclaurin.
Pour nous, la partie la plus importante c’est de trouver le développement de la

fonction f(z) = e®.

Exemple 10.25 Rappelons que si f(z) = e® alors f'(z) = €%, et que e® = 1.
Alors, si on veut la série de Maclaurin de f(z) = e on trouve :

f(x):.zf i!( ):”Z:ZE
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Mais quel est le rayon de convergence ? On a

r = lim
n—oo

An+1

) 1/n!
= lim |—F——
n=oo | 1/(n +1)!

= lim |n+1]
n— oo

= 0

Donc la série converge pour tout = € R. En particulier, pour 22! Alors, on peut
2
finalement résoudre un probléme qu’on a vu au debut de cours : [ e da.

Donc,

. OO 2,1
(@) gy — o
/e dm—/z F dx

=0
(2i+1)
x
=C T
+§i!~(2i+1) ‘
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11. SEMAINE 11 : 10 DECEMBRE 2018
11.1. Partie 1.
11.1.1. Rappel.

(1) Do something

Examen Pratique
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11.2. Partie 2.

11.2.1. Récapitulation - Un grand rappel. Qu’est-ce que vous aimeriez voir 7

3
(1) Longueur de courbes planes Soit y = 2£°

5~ Trouver la longueur de la
courbe entre l'origine et le point (2, 2).

[ VTR = [ ()

3
:/\/ﬂdu
1

§3
uz
-3

2 1
_2.3% 2
3 3

(2) Intégration de fonctions rationnelles par décomposition en une
somme de fractions partielles Trouver l'intégrale suivante :

/ 322+ 11z +9
3+ 522 +8x+4 *

322+ 11249 _ 3z + 11z +9
23452 +8x+4 (x4 1)(z+2)2
A B C

7.’JJ+1+.’17+2+(:13+2)2
322 +1lz+9=A(x+2)>+ Bz + 1)(z +2) + C(z + 1)

QW
Il
[

/ 322+ 11z + 9 d _/ 1 n 2 n 1 J
b2+ 8z +4 (x+1) (z+2) (x4 2)? v

-1
=1 1 21 2 —_—
(fo + 1)+ 21n(ja +20) + —— + e

(3) Volume de solides On avait trois fagons differentes pour trouver les vo-
lumes de la rotation d’une courbe autour d’un axe.

b
/ 7 (f(x))? dz  Méthode des disques
b
/ 7 (f(2))? — 7 (g9(z))* dz= Méthode des disques troués

b
/ 2nz (f(x) — g(x)) de Méthode des tubes
a
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Exemple 11.1 Trouver le volume du solide engendré par la révolution
autour de ’axe des x de la surface plane bornée par y = /2,y = 0 et z = 2.

21
—
_—
/,
15} /,,/
P
—
I
~ I
'// ]
~ |
// I
1+ // | VI
= ll
// Il
7
// |
P ::
L / |
03 / H
/ )
A/ I
/ I
Il
/ I
[
1 1 1 U 1 1
0.5 1 1.5 2 2.5 3

(4) Intégrales impropres

(a) Si f est continue sur [a,b] et lim,_,,- f(z) = +oo alors

/ab fw)de = S /”B f(x) dx

si la limite existe.

(b) Si f est continue sur ]a,b] et lim,_, .+ f(x) = £oo alors

/abf(x)dx = lin

[
A—at A

' f(x)dx

si la limite existe.
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(c) Si f est continue sur Ja, b[, lim,_, .+ f(z) = foo et lim,_,,- f(z) = £o0
alors

/abf(x dx = hm/f ) da + 11111[ f(z

si les limites existent pour un ¢ €]a, b[.

(a) Si f est continue sur [a, oo[ alors

/ J(@)de = lim / ’ f(z)dz

si la limite existe.

(b) Si f est continue sur | — oo, b] alors

b
/ flx = hm f (z)dx

si la limite existe.

(¢) Si f est continue sur R alors

/Zf(x)dm:Agmx/f dTJrBlgl})c/;Bf(m)dm

si les limites existent pour un ¢ € R.

Exemple 11.2 Evaluer

/ L e
oo V1422

Page 96



MAT 0344 Aram Dermenjian

iy

~
//
1 1
X X
———dr= lim ——dx
/_oovl-l-wz A—=—co J4 1+ 22
r=1 1
= lim ——du
A——o0 r=A 2\/17
— i =1
Al Vil

= lim \/1—1—3:2‘1

A——o0 A

:\/1+12—A1im V14 A2
——00

= -0
Donc, l'intégrale diverge.

(5) Aire d’une surface de révolution
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Axe de rotation

Rotation autour de ’axe des x | Rotation autour de ’axe des y

Description | ¥ = f(x) z € [a.b] | ! 27rf(:c)\/ 1+ () X 2W 1+ (%) e

de la courbe 2 -
v =9(y)y € le,d] s 27Ty\/l + (%j) dy I 27rg(y)\/1 + (‘j—;) dy

Exemple 11.3 Calculer laire de la surface engendrée par la rotation de
3
larc y = % autour de 'axe desz dex =0 a z =3

3 3 33
/ 277%\/1+(£)2da::2ﬂ'/ %\/1—0—.’1’4(1:10
0 9 Jo

3
82
= 27r/ @ du
1

12
T u3/2 82
6 3/2|,
S
(6) Equations différentielles
Yy =6z + 2

a) C’est quoi 'ordre? 2
q
(b) C’est a variables séparables ? oui

(c) Donne une solution générale.

Yy’ =6z +2

[ i) = [or+2d0

Yy =322 4+22+¢;
/dy: /3;r2+2:1:+cldx

y:x3+x2+clx+02

(d) Si(0,1) et (2,14), c’est quoi la solution particuliere ?
r=0y=1 = c=1

r=2,y=14 = ¢ =

(7) Suites
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Mot | Défn ou exemple

Suite | 1,1,1,1,1,...

Terme Général | {a,} = {1}

Par Récurrence | Si on a des premiers termes et un terme général

Croissante | a,, > anp—1 Vn

Strictement Croissante | a,, > an,_1 Vn

Décroissante | a, < a,—1 Vn

Strictement Décroissante | a,, < a,—1 Vn

Monotone | Soit croissante, soit décroissante

Bornée supérieurement | 3B € R t.q. a, < B Vn

Bornée inférieurement | 3b € R t.q. a,, > b Vn

Bornée | Soit bornée sup, soit bornée inf

Convergente | Si il existe L € R t.q. limy, o a,, = L

Divergente | Si lim,,_,, a,, n’existe pas ou c’est +oo

On avait plein des théorémes en plus.

Théoréme 11.4 Soit une suite {a,}.

— Si{an} converge alors elle est bornée.

— Si{an} n'est pas bornée alors elle diverge.

— Si{an} est monotone, alors elle converge ssi elle est bornée.

— Si{an} converge vers 0 ssi {|ayn|} coverge vers 0.

Théoréme 11.5 (Théoréeme du sandwich) Soit les suites {a,}, {bn},
{en}, t.q. an < ¢ < by pour tout n > m pour m € N. Alors si {an} et {b,}
covergent vers L, alors {c,} converge vers L.

Exemple 11.6 Est-ce que les suites suivantes convergent ou pas?

{3} ?oui L=0

(b) {n+1 }711011 L=

() {(3 ) } 7 oui Converge +— monotone and bound

(d) {bln(” } ? oui L = 0 Sandwich

8) Séries infinies Une série est la somme » .. a; d’une suite {a,} ou les
=1
. n
sommes partielles sont S, =) ." | a;.
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La série converge si lim,,_,o, S, = 5 € R. Sinon, elle diverge.

Séries importantes

— Série arithmétique de premier terme a et de raisond : >~ a+(i—1)d.

S, = na +
s 4 4 . . . o0
— Série géométrique de premier terme a et de raison 7 : ) .~ ar

Sn

n(n —1)

d
2
i1
a(l—r")
T o1—7r

Séries a termes positifs Soit Y.~ a; = a; ot a; > 0.

Critére

Critere de 'intégrale

Si f(n) = ay est continue et décroissante sur [1, 00|
alors Y a; est convergente ssi f 100 f(z) dx est conver-
gente.

Série de Riemann

> L converge ssi p > 1.

Critere des polyndmes

Sia, = ggz; alors > a; converge ssi deg(Q) —
deg(P) > 1.

Critere de d’Alembert

An+1

2t = p. Sir > 1 alors ) a; diverge.
Sir < 1alors > a; converge.

Soit lim,, o0

Critere de Cauchy

Soit limy, 0o /an = 7. Sir < 1 alors Y a; converge.
Sir > 1 alors ) a; diverge.

Critere de comparaison

Si > ¢; converge et ¢; > a; pour tout ¢ > k € N alors
> a; converge. Si Y d; diverge et d; < a; pour tout
i >k € Nalors Y a; diverge.

Critere de comparaison a
I’aide d’une limite

Si > b; t.q. b; > 0. Soit lim,,_,o 42 = L € RT, alors
> a; converge ssi Y b; converge.

Critere de la série alternée

Si limy, 00 @, = 0 et {a,} est décroissante & partir
d’un certain indice, alors Y (—1)%a; et > (—1)"*lq;
convergent.

Absoluement convergente

Si > |a;| converge, alors Y a; converge.

Exemples 11.7 Est-ce que les séries suivantes converge ou diverge 7
(a) Sy %? div < 1/2+1/4+41/4+1/8 + 1/8+ comparaison

(b =1\ 3n+4

i=1 ¢3

d

)
(c) Yoo, 5 ? con intégrale
)

n
oo .
> (2—”> ? con n-racine teste

pya iiz—fi ? div polynome
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(9) Séries de puissances, de Taylor et de Maclaurin

(o)
Zci(a:—a)i =co+ci(r—a)+elr—a)+---
i=0
Le rayon de convergence r :
(a) Sila série converge seulement pour x = a alors r = 0.
(b) Sila série converge pour tout z t.q. |z — a|] < r et diverge pour tout x
t.q. |x — a| > r, alors le nombre 7 est le rayon de convergence.

(c) sila série converge pour tout x € R alors r = oo.

Théoréme 11.8 i .o ci(x —a)’ est une série de puissance, alors le

<o dans le mesure ot

rayon de convergence est donné par r = lim,, FCH ,
“n

cette limite existe ou vaut I’infini.

Série de Taylor :

0o uis
[ (a) i
Z ] (z —a)
i=0
Si a = 0 alors, c’est un série de Maclaurin.
Exemple 11.9 Déveloper la fonction f(x) = In(x) en série de Taylor
centrée en 1 et donner le rayon de convergence.

f@) |@) | f@) | o
F@ | L e |
ey | 2| o

f/// (x) % f///(l) 2

fO@) | =22 | fDa) | =23
(

) _ |
) =300y 3 Uy

7

1=0

Le rayon est donné par :

r = lim
n—oo

an+'l
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