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Bienvendia

iBienvenidos a Célculo I!

Este semestre vamos a trabajar con un montén de temas diferentes
con el fin de que estén mejor preparados y cuenten con las herramientas
necesarias para el calculo. Estas notas estan disenadas para ayudarles a
aprender mejor el material y guiarlos a lo largo del curso.

Coémo usar estas notas: Estas notas son diferentes de la mayoria de
las notas de clase de matematicas. Tienen huecos; jles falta informacién!
Estas son las notas que utilizaré (literalmente) durante las clases, asi que
deberian ayudarles a seguir el ritmo. El propésito de estas notas es que no
tengan que escribirlo todo; solo necesitan completar los huecos, lo que les
dard mas tiempo para escuchar las explicaciones y comprender mejor el
material. Si necesitan anadir notas adicionales, hay muchisimo espacio
en los mérgenes. {Usenlo! Estas son SUS notas. También he afiadido
enlaces a Wikipedia por si quieren otra referencia para los términos y
las definiciones que veremos. Si sienten que usar estas notas dificulta
su aprendizaje, entonces, por favor, utilicen otro sistema. El objetivo es
aprender; asi que usen lo que mejor les funcione.

Antes de comenzar una clase, les recomiendo echar un vistazo rapido
a las notas (5-10 minutos) para hacerse una idea general de lo que ve-
remos en clase. Recuerden repasar estas notas periédicamente para no
olvidar los términos y ejemplos.

jBuena suerte, creo en ustedes!

-Aram
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Capitulo 1

Funciones elementales

1. Funciones

Una funcién no es mas que una regla en la que introduces algo y

obtienes otra cosa. Por ejemplo:

Gy
— 2@ ©
W—© *

Definicién 1.1 Mas explicitamente, una funcion [ es una regla que

asigna a cada z de un conjunto D ezxactamente un elemento

de un conjunto E. Normalmente se denota , donde

D se llama dominio y E se llama codominio. Para x € D, f(z) € E se
llama la imagen de xz, y x se llama una preimagen de f(x). El rango de
f es el conjunto de todos los valores posibles de f(z) para cada = en D.
Problema 1.2 [Crea tu propia funcién que no use ntimeros ni 4tomos!

Cuando termines, comparala con la persona que tengas al lado.
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Ejemplo 1.3 Sean D = {z1,22,23,24} ¥ E = {y1,Y2,93,Y1,Y5, Y6 }-
Podemos representar la funcién de la siguiente manera:

D f > E

<

= Dominio:

= Codominio:

= Rango:

s Imagen: ;Cudl es la imagen de x5? ;

= Preimage: ;Cudl es la preimagen de ys?

2. Funciones simples

Veamos algunos ejemplos.

2.1. Funcidén lineal

Definicién 2.1 Una funcion lineal es una funcién f : R — R cuya
grafica es una recta (e.g. funciones de la forma f(x) = ma + b donde
m,b € R).

Ejemplo 2.2 Sea f la funcién lineal f : R — R dada por f(z) = 2z.

Dominio: Codominio: Rango:

Pagina 4 4“ LOYOLA


https://es.wikipedia.org/wiki/Función_lineal

Calculo I Dr. Aram Dermenjian

2.2. Funciones polinémicas

Definicién 2.3 Un polinomio es una funcién f: R — R de la forma
f(z) =anz™ + anfll'n*l 4+t a2x2 + alml + ag

donde ayg, ..., a, se denominan coeficientes 'y, si a, # 0, se dice que f
tiene grado n .

Algunos polinomios tienen nombres especiales segtn el grado n:
= Sin =1, entonces es una funcién lineal.

= Si n = 2, entonces es una funcion cuadrdtica .

= Sin = 3, entonces es una funcion cubica .

Hay mds (cudrtica, quintica, séxtica, séptica, etc.), pero nos paramos

aqui.

Ejemplo 2.4 Sea f: R — R el polinomio de grado 2 dado por f(z) =
2

T2+ 2.

Dominio: Codominio: Rango:

-z’ +2

=)
[0

2.3. Funciones racionales

Definicién 2.5 Una funcion racional f es el cociente de dos polino-

mios P(z) y Q(x): P(o)

Q(x)

Ejemplo 2.6 Sea f la funcién racional

fz) =

27 — 2% — 72t 4 23 — 200022 + 67
10000(z — 3)

fz) =

Dominio: Codominio:

* LOYOLA Péagina 5
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¢Por qué no estoy prequntando por el codominio?

®

<)

s

N

Ejemplo 2.7 ;Son

funcién?

2.4. Funciones definidas a trozos

Wikipedia: funciéon definida a Definicién 2.8 Una funcion definida a trozos es una funcién que tiene
trozos distintas formulas en distintas partes de su dominio. Esto se entiende

mejor con un ejemplo.

Ejemplo 2.9 Sea f la funcién definida a trozos f : R — R dada por

fx) =

Dominio: Codominio: Rango:

=piecewise((((—2,0), ), ((0,2],2?)),z)
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2.5. Funciones piso y techo

Definicién 2.10 Sea f la funcién f: R — R tal que f(z) = |z]. Aqui
|| significa que redondeamos hacia abajo al entero més cercano. Por
ejemplo, |7] =3, |2/4] =2, |1] =1y [-2,2] = —3. Esta funcién se
conoce como la funcién piso . Hay una funcién similar g(z) = [«] que

redondea hacia arriba, llamada funcion techo.

Dominio: Codominio: Rango:
1 O——
-3 =2 -1 L 2 3
—i
L 0 -2

3. Propiedades

3.1. Funciones inyectivas, sobreyectivas y biyectivas

Definicién 3.1 Sea f: D — FE una funcién.

Decimos que f es inyectiva si cada elemento de la imagen tiene una
Unica preimagen. En otras palabras, si 21 # 3, entonces f(x1) # f(x2).

Decimos que f es sobreyectiva si el rango coincide con todo el codo-
minio.

Finalmente, decimos que f es biyectiva si es tanto inyectiva como

sobreyectiva.

* LOYOLA Péagina 7
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Ejemplo 3.2
D f > E
>
Inyectiva: Sobreyectiva: Biyectiva:
Ejemplo 3.3
Inyectiva: Sobreyectiva: Biyectiva:
Ejemplo 3.4
D f > E
<
>
<
Inyectiva: Sobreyectiva: Biyectiva:
4 LOYOLA
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Ejemplo 3.5

©

(¥}

Inyectiva: Sobreyectiva: Biyectiva:
Ejemplo 3.6
-2
-3 -2 -1 L 2 3
Inyectiva: Sobreyectiva: Biyectiva:

Proposiciéon 3.7 Una funcion es inyectiva si y solo si

3.2. Funciones pares e impares

Definicién 3.8 Una funcién par es una funcién f que satisface f(—xz) =
f(z). Una funcién impar es una funcién f que satisface f(—x) = —f(z).
Ejemplo 3.9 Sea f: R — R la funcién f(z) = . Es
par o impar?

Ejemplo 3.10 Sean f: R — R la funcién f(z) =sen(z) y g: R = R

la funcién g(z) = cos(z). ;Cudl es par y cuél es impar?

Par: Impar:

* LOYOLA Péagina 9
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Problema 3.11 Con la persona que tengas al lado: Da un ejemplo de

una funcién que no sea ni par ni impar:

Problema 3.12 Con la persona que tengas al lado: Da un ejemplo de

una funcién que sea par e impar a la vez:

3.3. Funciones mondtonas

Antes de empezar, recuerda que [a, b] es un intervalo cerrado de Ry
(a,b) es un intervalo abierto de R.
Definicién 3.13 Una funcién f : D — FE se llama creciente en un
intervalo I si:
f(x) < f(y) para todo z < y en I.

Una funcién f: D — FE se llama decreciente en un intervalo I si:
f(z) > f(y) para todo z < y en I.

Una funcién f: D — E es mondtona si es creciente o decreciente.

3.4. Operaciones

Definicién 3.14 Sean f: D — Ry g: E — R dos funciones. Entonces,
» f+9:DNE =R, tal que (f +¢)(z) = f(z) + g(x)
» f—g:DNE — R, tal que (f — g)(z) = f(z) — g()
- f9:DNE R, tal que (fg)(z) = f() - g(x)

. %:(DﬂE—{xEE | g(z) =0}) = R, tal que (%) (z) f(z)

Ejemplo 3.15 Sean f(z) = 2%y g(z) =2 — 1.

(f+9)(z) = (f—9g)(z) =
_ Loy =
fo)x)=______ g( )

Definiciéon 3.16 La composicion de dos funciones f : A — By ¢ :
B — C es la funcién go f : A — C dada por

go f(z)=

@ iEl orden importa en la composicién, igual que en la resta y la

division!
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Ejemplo 3.17 Sean f(z) =22y g(x) =z — 1.

(fog)(z)= (go f)(z) =

Problema 3.18 Con la persona que tengas al lado: Sean f(x) =z + 3
v 9(z) = 2y

(fog)(x) = (gof)(z) =

3.5. Inversa

Una funcién nos permite asociar un niimero a con un nimero b me-
diante una férmula, pero ;qué pasa si queremos ir en sentido contrario?
;,Cémo encontramos una funciéon que nos permita pasar de b a a? ;Es
siquiera posible?

Ejemplo 3.19 Probemos con un ejemplo sencillo. Sea f la funcion

f(x) = x+1. Para ir en sentido contrario tendriamos que usar la férmula

iPero esto no siempre funcional!
Ejemplo 3.20 Sea f la funciéon f(z) = 22. Si sé que f(z) = 4, jcudl

es x?

L, Qué regla necesitamos para asegurarnos de que esto si funcione
siempre? La funcién tiene que ser
Definicién 3.21 Sea f : A — B una funcién . En-

tonces su funcion inversa es la funcién f1:B—= A,

definida mediante

Ejemplo 3.22 Tomando el ejemplo anterior, con f(x) = x2. Si en
lugar de definir f : R — R la definimos como f : Rt — R™, entonces si
tiene inversa. Su funcién inversa es

,Cémo encontramos la inversa de una funcién?

* LOYOLA Pagina 11
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Gréficamente, podemos pensar en esto como una reflexion respecto

de la recta y = .

-1.0 —0.5 1 05 10

gz} iLa inversa y la reciproca no siempre son lo mismo!
-1 -1
(@) # (F(2))

Problema 3.24 Con la persona que tengas al lado: Sea f(z) = z3 + 1.

;,Cudl es su funcién inversa?

4. Funciones mas complejas

4.1. Funciones exponenciales y logaritmicas

Exponencial

Definiciéon 4.1 Una funcion exponencial es una funcién de la forma
fla)=__

donde b es una constante positiva (i.e., b € RT).

;Cémo calculamos b* para todo = € R?

Pagina 12 * LOYOLA
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x ‘ b* Ejemplo

Entero (Z) | b*

Racional (Q) | b*/9 = /b

Irracional (R\Q) | Estimar usando la gréfica

Ejemplo 4.2 Sean f(r) = 2%y g(z) = 22.

(fog)x)=__ (90 f)(z)=
iSon estas la misma funcién? (i.e., jse cumple fog=go f7)

Logaritmo

Para una funcién exponencial, llamamos logaritmo a su inversa. Mas
precisamente, tenemos la siguiente definicién.
Definiciéon 4.3 Para f(z) = b* (donde b > 0 y b # 1), la funcién
exponencial pasa la prueba de la recta horizontal. La funcién logaritmo
de base b, denotada , es la inversa de f(z); i.e., f(z) = b*
implica que f~1(z) =
Ejemplo 4.4 Sea f(z) = 10".

Algunas propiedades ttiles de los logaritmos:

= log,(zy) =

» log, (%) =

= logy(z¥) =

Cuando b = __, el logaritmo se llama logaritmo natural y se denota

@ En algunos libros se escribe log(z) (sin subindice) para referirse
a logyo(z) o a log,(z) = In(z). Comprueba siempre en el libro cudl de

las dos convenciones se esta usando.
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4.2. Funciones trigonométricas
Funciones trigonométricas

La forma favorita de Aram de visualizar las funciones trigonométri-

cas:

-4 -3 -2 -1 o 1 2 3 4

Esto también nos permite calcular las demés funciones trigonométri-
cas:

sen(6) 1 1 cos(0)

tg(h) = os(0)’ cse(f) = son(@)’ sec(f) = o cot(0) = sen(6)

Aunque hemos tomado el radio igual a 1, jpodemos cambiar el radio!
Entonces necesitamos un nuevo método para calcular nuestras funciones
trigonométricas. Esto nos da las siguientes formas de calcular las fun-

ciones trigonométricas.

Hay algunas funciones trigonométricas cuyos valores conviene saber

calcular rapidamente.

0 % 5 3
sen(z) || 0 1 g @ 1
cos(z) || 1 @ @ i 0
tg(z) || 0 % 1 V3 —

Estas son algunas identidades trigonométricas que conviene conocer:
(1) sen?(z) + cos?(z) =1
(2) tg?(z) + 1 = sec?(x)

(3) 1+ cot?(z) = csc?(x)
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(4) sen(x £ y) = sen(x) cos(y) £ cos(x) sen(y)

(5) cos(x +y) = cos(z) cos(y) F sen(z) sen(y)

(6) sen (%) = +,/1=5=2

(11) cos(z) — cos(y) = —2sen (“5) sen (£5Y)

Funciones trigonométricas inversas

Empecemos con sen(z). {Cémo encontramos su inversa? Recuerda
que basta con reflejar respecto de la recta para encontrar la
inversa. Asi que hagdmoslo.

Problema 4.5 Refleja f(x) = sen(z) respecto de la recta

0.5

RS PO DU PR R (N R Lo L3
7 A Ll £ FE A & 2
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Compara tu dibujo con el de la persona que tengas al lado. ;Esta re-
flexién nos da una funcién inversa? . ; Cémo obtenemos una funciéon

inversa?

La funcién inversa del seno se conoce como funcién arcoseno y es la

funcion:

Ejemplo 4.6 ;Cudl es arcsin (?)7

jPodemos hacer lo mismo con el coseno! La funcién inversa del co-

seno se conoce como funcién arcocoseno.

Ejemplo 4.7 ;Cuél es arc cos(%)?

Problema 4.8 Resuelve lo siguiente con un compaiero:

(1) arcsin(3) =

%

w

4
|

(2) arccos(

(3) arcsin(1) =

(4) arccos(l) = __

La funcién inversa de la tangente se conoce como funciéon arcotan-

gente.

Hay otras 3 funciones trigonométricas:

1 1 1
csC = — sec = — cotan = t—

Pongamos todo esto en una tabla:
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Funcién || Dominio Rango
arcsin(x) [—1,1] [-Z,Z2]
arccos(z) || [-1,1] [0, 7]
arctan(z) R [-Z,Z2]
arcesc(x) lz|>1 [-%,0)U][0,%]
arcsec(z) || |z|>1  [0,53)U(5,7]
arccot(z) R [0, 7]

Problema 4.9 Resuelve lo siguiente con un compaiero:

(1) arctan(1)

(2) arctan(0)

(3) arcesc(v/2)

Hiperbdlicas

No usaremos mucho estas funciones en este curso, pero ten en cuenta

que existen funciones trigonométricas conocidas como funciones trigono-

métricas hiperbdlicas. Las incluimos aqui para utilizarlas mas adelante:

T

—T

sinh(z) = c _26
cosh(z) = %
sinh(x)
tanh(z) =
anh(z) cosh(z)

4 LoYOLA
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Capitulo 2

Sucesiones y series

5. Sucesiones

Frecuentemente en matematicas trabajamos con muchos ntmeros.

Normalmente estos nimeros estan ordenados. Por ejemplo

1,2,3,4, ...
1,1,1,1,...
1, -4,9, 16, ...

Podemos usar las matematicas para definir mejor esas sucesiones de

nimeros.
Definicién 5.1 Una sucesion de nimeros reales a es una aplicacion Wikipedia: sucesion de ntimeros
que asigna a cada n € N un ndmero real: reales

a:N—=R.

La sucesién a se notard por a, = a(n)a(n) y escribimos la sucesién
por aij, ag, .... También, se suele usar la notacién {a,} para indicar

la sucesion, e.g. . El niimero n de la

notacién a,, es el indice de a,,.

Ejemplo 5.2 (1) 1,1,1,1,1,... = {1}
(2) 1,2,3,4,5,... = {n}
3) 3,515 =

(4) 1,2,6,24,120, ... =

(5) 1,1,2,3,5,8,13,21,... = {%} donde ¢ = 1,61803398874989 . . ..
2n
(6) 1,1,2,5,14,42,...:{n—}r1(n)}

(7) Haz tu propio ejemplo:
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Ejemplo 5.3 La sucesion
{a,} =1,1,2,3,5,8, ...

tiene elementos:

Esta sucesion se llama la sucesién de Fibonacci y es mejor definirla de

manera recursiva.

5.1. Sucesiones recurrentes

Los ejemplos anteriores definen una sucesién a través de una regla
1

basada en los {ndices de los elementos (e.g. n, o etc.) o directamente

definiendo la sucesién de nimeros.

Otra forma de definir una sucesion utiliza elementos anteriores de la
misma sucesién para definir las siguientes. Este tipo de sucesién se llama
sucesion recurrente .

Ejemplo 5.4 (1) 1,1,1,1,1,...:a1 =1y a, = ap_1.

(2) 1,2,3,4,5,..:ca1 =1y ap = an_1 + 1.

(3) %7%,i7%a . al:%yan:nT_lanfl'
(4) 1,2,6,24,120,...:a1 = __y ap =
(5) 1,1,2,3,5,8,13,21,...:a1 = __y a, =

(6) 1,1,2,5,14,42,...: a1 = 1 y ap = 22271, ;.

(7) Haz tu propio ejemplo:

5.2. Representacion grafica

La representacién grafica de una sucesion puede ayudar en el analisis
de su comportamiento, cuando consideramos valores de n llegando a un
cierto valor o hasta infinito.

Ejemplo 5.5 La aplicacién ¢, = % da la sucesién:

,g,...

NG

)

W =

Y

N =

{Cn} =1,

que se puede representar por la grafica:
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)
©

=3
o

o
N

Figura 2.1: Sucesion - grafica

o también por una linea recta:

(en)
tl—e
RIS 3
wi— e
I )

—_

Figura 2.2: Sucesion - linea recta

Normalmente, usamos la grafica porque nos ayuda ver como la suce-

sion cambia.

5.3. Cotas

Definicién 5.6 Una sucesién {ay, } estd acotada superiormente si existe
M € R tal que a, < M para todo n € N. En tal caso, se dird que M es

una cota superior de {a,}.

Ejemplo 5.7 La sucesién
{bn} = _]-a ]-7 _]-, 1, —1, ]_7

tiene cota superior, o estd acotada superiormente por los nimeros

5 5 g e e e

Definicién 5.8 Una sucesién {a,} estd acotada inferiormente si existe
m € R tal que a,, > m para todo n € N. En tal caso, se dird que m es
una cota inferior de {ay}.

Ejemplo 5.9 La sucesion

n+1 3 45
n = :2’7’ 77 7’...
{an} { n } 234

tiene cota inferior, o estd acotada inferiormente por los niimeros ,

5 3 g e

Definicién 5.10 Una sucesion {a,} estd acotada si existe m, M € R
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tal que m < a, < M para todo n € N. Es decir, una sucesién esta

acotada si estd acotada superiormente e inferiormente.

Ejemplo 5.11 La sucesién

(o) = {4 ;an}

con la representacion grafica siguiente

o
”

T
2 4 6 8 10 12 14 16

Figura 2.3: Sucesién acotada

tiene cota inferior —1 y cota superior 1, entonces es una sucesién
acotada.

Para demostrar (matemédticamente) que una sucesién esté acotada,
hay que verificar que m, M € R sean tales que m < a,, < M para todo
n € N.

Consideramos tres métodos:
= Algebra
= Cotas conocidas

= Induccion

Algebra

Usando la ecuacion que define la sucesion, y definiciones de algebra
conocidas, es posible demostrar la existencia de cotas de una sucesién.
Ejemplo 5.12 Demostrar que la sucesién {a,} = {niﬂ} tiene cota
superior.

En este caso, empezamos comparando el numerador y denominador
del cociente. Podemos afirmar que n < n+ 1 para todo n € N. Entonces,

n

si dividimos los dos lados por n + 1 tenemos w1 < 1 para todon € N
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porque n > 0. Es decir:
a, <1 Vn € N

y entonces 1 es una cota superior.
Ejemplo 5.13 Demostrar que la sucesién {b,} = {3 — 2} est4 acota-
da.

Sabemos que para n € N tenemos _ < % < _ . Si multiplicamos

por —5 y sumamos 3, tenemos que

Vn € N

y entonces es una cota inferior y  una cota superior. Entonces
{b,} estd acotada.

Cotas conocidas

Muchas funciones elementales tienen cotas conocidas que podemos
usar para demostrar las cotas de funciones parecidas. Este método es
atil cuando la sucesion esta definida por funciones trigonométricas, ex-
ponenciales, logaritmicas etc.

Ejemplo 5.14 Acotar la sucesién definida por {a,, } = {sen (?mgiij;%) }
Por definicién, sabemos que la funcién sen(z) estd acotada entre —1y 1.
También sabemos que un cambio en la variable x provoca un cambio en
la frecuencia de la funcién, pero no en la amplitud. Entonces la funcién
sigue siendo acotada entre —1 y 1.

Ejemplo 5.15 Demostrar que la sucesién {c,} = {5+ 4cos(n)} esta
acotada.

Sabemos que para todo n € N. En-

tonces, multiplicando por 4 y sumando 5 nos da el resultado deseado.

entonces la sucesion estd acotada.

Induccién

La induccién es un razonamiento riguroso que permite demostrar que Wikipedia: Induccién
una proposicién es verdadera para todos los nimeros naturales. Para

demostrar una proposiciéon por induccién, hay tres pasos a seguir:

Base: Demostramos que la proposicién es cierta para n = 1. Si queremos verificar una pro-

oL o ) posiciéon para todos los niimeros
Hipétesis: Suponemos que la proposicion es cierta para n = k. B )
mas grande de un ndamero n, po-

Paso inductivo: Demostramos que la proposiciéon es cierta para demos comenzar por ese niimero
n==k+1. en lugar de 1.
= LovoLa
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Ejemplo 5.16 Demostrar que para todo n € N, la sucesién (recurran-
te) {a,} definida por a; = 0y a,11 = a2 +1 estd acotada superiormente
por 3.

Comprobamos este enunciado usando induccién:

Base: Cuando n = 1, a; = 0. Entonces es cierto que a3 < % y la

proposicién es verdad para n = 1.

Hipétesis: Supongamos que la proposicion es verdad para n = k.
Es decir a; < % para k € N.

Paso inductivo: Demostramos que la proposicion es verdadera pa-

— : 1 2,1
ran = k+1, es decir que ag41 < 5. Recordamos que a1 = aj+3-

) 2
Ademas, ya que a, < % sabemos que ai < (%) = i. Agrupando

estos dos juntos, tenemos:

_|_

=
IN
= =
e
[\

2
k41 = ap +

4—3n

Ejemplo 5.17 Demuestra que la sucesién definida por {a,} = { —

estd acotada superiormente por 1.

Como antes, demostramos esta proposiciéon por induccién.

Base: Cuando

Hipdtesis: Supongamos que la proposicion es verdadera para

Es decir,

Paso inductivo: Debemos demostrar que la proposiciéon es verda-

dera para . Por definicién, sabemos que ag41 =

. Tenemos:
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Ejercicio 5.18 Demostrar que la sucesién {z,} definida por z; =1y
Tpt+1 = 1+ 2z, estd acotada superiormente por 4 para todo n € N.

5.4. Infimo y Supremo

El infimo de una sucesién es la mayor de las cotas inferiores, o en
otras palabras, es el maximo del conjunto de las cotas inferiores Una

cota inferior m es el infimo de una sucesién {a, } si:
mgo > m para toda cota inferior de la sucesion {a,}.

Denotamos el infimo por mg o por inf(a,,).
El supremo de una sucesion es la menor de las cotas superiores, o en
otras palabras, es el minimo del conjunto de las cotas superiores. Una

cota superior My es el supremo de una sucesiéon {a,} si:
My <M para toda cota superior de la sucesién {a,,}.

Denotamos el supremo por My o por sup(ay).
Teorema 5.19 (Unicidad del supremo) Si una sucesion tiene supremo,
es unico.
Demostracion. Sea {a,} una sucesiéon de nimeros reales. Suponemos
que la sucesion tiene dos supremos by c.

Por un lado, si ¢ es un supremo, es una cota superior de {a,}. Si
b es un supremo, es el menor de las cotas superiores de {a, }, entonces
b < c. Por otro lado, de manera similar, si b es un supremo, es una cota
superior de {ay}. Si ¢ es un supremo, es el menor de las cotas superiores,
entonces ¢ < b.

Sib<cyc<b, entonces b = c. Entonces, si el supremo existe, es

unico. O
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5.5. Sucesiones mondotonas

Definicién 5.20 Una sucesién {a,} es creciente si a, < a,41 para
todo N € N. Si a,, < a1, entonces {a,} es estrictamente creciente.

Ejemplo 5.21 La sucesion

{an} =

Tiene elementos que siguen

entonces {a,} es una sucesién creciente.

Definicién 5.22 Una sucesién {a,} es decreciente si a,, > any1 para
todo N € N. Si a,, > a1, entonces {a, } es estrictamente decreciente.

Ejemplo 5.23 La sucesion

{an} =

Tiene elementos que siguen

entonces {a, } es una sucesién

Definicién 5.24 Una sucesién {a,} es mondtona si es

Hay tres maneras principales para demostrar si una sucesién es mo-

nétona.
» Diferencia
= Logica

= Cociente

Diferencia

Considerar la diferencia a,+1 — a,. Si la diferencia es positiva para
todo n, la sucesién es creciente. Si la diferencia es negativa para todo n,

la sucesion es decreciente.
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Ejemplo 5.25 Sea la sucesiéon {a,} = {n?}.

Tenemos para n € N

Entonces {a,} es una sucesién

Légica

Usar la logica. Para mostrar que una sucesién es creciente, demos-
tramos que a,+1 > a, para todo n € N, o bien que m > n implica
que a,, > a,. Asimismo, para mostrar que una sucesién es decreciente,
demostramos que a,+1 < a, para todo n € N, o bien que m > n implica
que G, < .

Ejemplo 5.26 Dado la sucesién {a,} = {r"} donde, r > 1. Tenemos,

dado que r > 1. Por lo tanto, {a,} es una sucesién

Cociente

An+1
An

positivo, entonces {a, } es una sucesién creciente. También, si es menor

Considerar el ratio . Si es mayor que 1 para todon € Ny a, es
que 1 para todo n € N y a,, es positivo, entonces {a,} es una sucesién
decreciente.

Ejemplo 5.27 Sea la sucesién {a,} = {;%7}. Tenemos a, > 0 para
todon e Ny

Entonces {a, } es una sucesién
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Problema 5.28 Dado la sucesién {b,} = {n?}. Con un compaiiero,

muestra que es creciente.

Ejercicio 5.29 Sea la sucesién {c,} = {n!}. Demostrar que es crecien-
te.

Entonces {c,} es una sucesion creciente.

5.6. Limites de sucesiones

A veces, a medida que avanzamos cada vez mas en una sucesion,
parece que sus términos se acercan a un numero. Por ejemplo, si consi-

deramos la sucesién:

N | =
el =
-
| =

Veamos cémo se parece como grafica

!_..
=)

o
=

=)
@

=]
FS

o
N

Figura 2.4: Limite de una sucesion

Parece que esta sucesién se acerca a: .

Para hacer més precisa esta idea, en las Matematicas tenemos el
concepto de «convergencia». Es un poco técnico, pero solo quiere decir
que significa precisamente que una sucesion se acerca a un nimero.
Definicién 5.30 Una sucesion {a,,} es [sucesién!convergente|convergente

si existe L € R tal que para cada € € R con ¢ > 0 se puede encontrar un
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nimero natural N € N tal que |a, — L| < e. También escrito:

L se llama el limite de la sucesién, y escribimos:

lim a, =L
n—oo
La definicién del limite es clave para demostrar muchos teoremas y
también nos sirve para encontrar o comprobar limites.
La definicién de un limite puede ser un poco dificil de entender, asi
que vamos a usar el siguiente esquema general para ver como funciona

la demostracion.

Analisis: (1)

(2)

Demostracién: (1)

(2)

3)

Terminar Terminar la demostracion.

Veamos un ejemplo de esa demostracion. Demostramos el limite en
3 pasos.

Ejemplo 5.31 Demostrar que lim,, o (4 + %) =4.

Analisis: Comenzamos con lo que queremos demostrar:

Asi, esta \/g es el N que queremos usar en la parte siguiente.

“‘" LOYOLA Pagina 29



Dr. Aram Dermenjian Célculo I

Demostraciéon: Ahora usamos nuestro andlisis para construir una

demostracion.

Seae>0y N = \/g Entonces para un n > N tenemos:

Terminar Entonces nuestra serie es convergente con limite L = 4.

Definicién 5.32 Si una sucesién {a,} no tiene limite o es infinito, se
llama sucesién divergente.

Definiciéon 5.33 Si una sucesion es divergente y sus términos alter-
nan indefinidamente de mayor a menor (o viceversa), se llama sucesidn

oscilante.

Ejemplo 5.34 Tomamos como ejemplo la sucesion oscilante siguiente:

{an}=1,-1,1,-1,1, 1,1, -1, ...

-
o

o
"

Figura 2.5: Sucesion oscilante

Ejercicio 5.35 ;Puedes demostrar que la sucesién anterior es diver-
gente?

Si no sabemos el limite y tenemos que demostrar si es convergente
o divergente, podemos romper las reglas de las Mateméticas para ayu-
darnos. La regla que rompemos es la que dice que oo no es un ntimero

y sustituimos oco. Después, recordamos las propiedades siguientes para
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ayudarnos:

lim n =
n— oo
1

lim — =
n—oo n
Ejemplo 5.36 Determinar si la sucesiéon siguiente converge, diverge

=)

2n  3n?

y/u oscila

Comenzamos por romper las reglas de las matematicas:

Entonces postulamos que:

, 1 1
A on T3 T
Ejemplo 5.37 Determinar si la sucesiéon siguiente converge, diverge
y/u oscila

b, = n'0 —nd —nb

Comenzamos por romper las reglas de las matematicas:

Entonces, apostamos a que nuestra serie diverge.

@ Fijate en que esto no nos da el limite y no es una demostracion.
Es solamente para ayudarnos a apostar el limite.

Problema 5.38 Apuesta el limite de la sucesién siguiente.

(e} = 5n+3+3n2—7
"l n+4 n? 48

Apuesta: .
Problema 5.39 Elige: ;La sucesién siguiente es convergente, diver-

gente o oscilante?

{d} = {cos(n)}.

Problema 5.40 Apuesta el limite de la sucesién siguiente.

{en} = {e"}

Apuesta:
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Teorema 5.41 (Unicidad del limite) Sea {a,} una sucesién convergen-

te, y sean b,c € R tales que lim,, o, a,, = b, lim,, o, a,, = ¢, entonces

Demostracion. Supone que hay b, c € R tal que

lim a, =by lim a, =c¢
n— oo n—oo

pero que b # c¢. Ademas, sea ¢ = %|b —¢|.
Desde la definicion del limite tenemos:

la, —b] <e Vn > Ny

lan, —c| <e Vn > N,

Para asegurar las dos desigualdades, elegimos n’ > max{Ny, N.}. Es
decir,

lan — bl <eylan —c <e.

Entonces,

|b—c| =1b—an + an — |

<|b—aw|+ |an — | (por la desigualidad triangular)
<e+te
= 2¢
=[b—d
Esto es una contradiccién, entonces b = c. O

Teorema 5.42 (Teorema de convergencia monétona) Si la sucesion

{an} es mondtona y acotada entonces es

Demostracion. Consideremos una sucesién {a,}, la cual supondremos
creciente y acotada superiormente (el caso para una sucesién decreciente

resulta ser andlogo). El supremo de la sucesion, S, tiene dos propiedades:
ma, <SS VneN.

» Para e > 0, S — e no es cota superior (porque es mas pequefio que
S), entonces IN € N tal que S —e < ay.

La sucesion es creciente, entonces por todo n > N:
S —e<an <a,.
Usando la primera propiedad del supremo:

S—e<a,<S<8S+¢
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Entonces,

lan, — S| < e.
Lo cual es la definicién del limite de la sucesién, con lim,, o a,, = S. O
@ No todas las series convergentes son mondtonas y acotadas.

Ejercicio 5.43 En casa, encuentra un ejemplo de una serie que con-

verge pero no es mondtona y acotada.

Corolario 5.44 Sea {a,} una sucesién mondtona y acotada.
= Si es creciente, entonces: lim, oo G, = .
= Si es decreciente, entonces: lim,, o0 Gy = .

Ejemplo 5.45 Sea la sucesién creciente acotada (superiormente) si-

guiente, encuentra su limite:

1
a; =0, ant1 zai—i—i.

La proposicién y el teorema siguientes son muy utiles cuando quere-
mos hallar el limite de una sucesion.
Proposicién 5.46 Sean dos sucesiones convergentes {sn} y {tn} y un

numero ¢ € R, entonces
(1) limy, 00 S + = Hmy, o0 Sy + limy o0 T
(2) lim,— 00 ¢Sy, = climy, 00 Sp-
(8) Mmoo Sp -ty = UMy s 00 Sy - UMy o0 £ -

Teorema 5.47 (Teorema del emparedado) Sean tres sucesiones {a,},

{bn}, y {cn} tal que
an < by, <oy

y si existe L tal que

lim ap, =Ly lime¢,=1L
n—o0 n—oo
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entonces,
lim b, = L.

n—oo

Ejemplo 5.48 Usa el teorema del emparedado para mostrar que la

sucesion {n%ﬁ,)} converge a 0.

Ejemplo 5.49 Reveamos el Problema 5.38 con la sucesion:

{Cn}:{5n+3+3n2—7}

n+4 n?+8

Ejercicio 5.50 En casa, muestra las dos cosas que no hemos hecho

arriba:

~17 —31
lim =0 5
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Problema 5.51 Con un companero, calcula el limite de la sucesion

siguiente usando el teorema del emparedado.

lfm sen(n)

n—00 n

Ordenes de infinitud
El siguiente nos ayuda a usar el teorema del emparedado.
= n" crece méas rapido que n!.
= n! crece mas rapido que a™ con a > 1.
» @" crece més rapido que n¥ donde k € N.
= Un polinomio crece segtin su orden mas alto. (n < n? <n® <...)

Juntos tenemos:

log(n) <n<a™ <nl<n®

6. Series

6.1. Definiciones

Recuerda que una sucesiéon a = a,, es una aplicacién que asigna a
cada n € N un nimero real, y que a,, es una forma abreviada de escribir
a(n).

Definicién 6.1 Una serie infinita es la suma de los tér-

minos de una sucesion.

00
Zan:a1+a2+a3+a4+...

n=1

Ejemplo 6.2

=1
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Definicién 6.3 Sea una serie infinita, a la suma de los primeros N

termos la llamamos suma parcial y la notamos Sy .

N
SN:Zan:a1+a2+a3+a4+...+a1\/

n=1

Ejemplo 6.4 Sea la serie
dn=1+2+3+4+...
n=1

Las primeras cuatro sumas parciales son:

S
Sa
S3
Sy =

6.2. Convergencia

Definicién 6.5 Si la sucesion de las sumas parciales converge a S,
Wikipedia: convergente digamos que la serie es convergente , y su suma es S. Es decir, si existe

S tal que limy oo Sy = 5 entonces Zzo:l ap =S

N 0o
i S = Jfm 3 en =2 o0 =5
n=1 n=1
Ejemplo 6.6 Encontramos la suma de la serie siguiente:
Sl 11
2n 2 4 8
n=1
Las sumas parciales son:
S1 =

Sy =

Sy =

Sy =

Podemos escribir el N-ésimo elemento de la sucesiéon de sumas par-

ciales en la manera siguiente:
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El limite de esta sucesion es:

Entonces, la suma de la serie infinita es 1.

Definicién 6.7 Si la sucesion de las sumas parciales es divergente u

oscilante, se dice que la serie es divergente u oscilante.

Ejemplo 6.8 Consideremos la serie infinita:

con sucesion de sumas parciales:
{Sy}=-1,0,-1,0, -1, ...
Entonces, ja qué es la suma infinita igual?

lim Sy =7
N—o0 N

Es decir,

oo

(=n"

n=1
Proposicién 6.9 (Condicién necesaria de convergencia) Si Y. ap
converge, entonces lim,, oo @y = __

Si el limite 1im,, o0 a,, Mo existe, o tiene un valor diferente que

la serie diverge.

Demostracion. Suponemos que ZZOZI an converge. Entonces,
lim Sy=Ly lim Sy_1=1L
N—o00 N—oc0

Ademas,
lim (SN—SN_l) =L-L=0.

N—oc0

Las sumas parciales son:

Sy =a;+ax+..+ay

Sy_1=a1+ax+...+an_1
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Entonces,

Sy —Sv-1=(a14+as+...+an)— (a1 +as+ ... +an_1) =an

Es decir,
lim (Sy — Sy—1) = lim ay =0
N —oc0 N—o0
como queriamos. O
@ Si lim, 00 a,, = 0, no podemos decir si la serie converge o no.

Ejemplo 6.10 Consideremos la serie infinita siguiente

[7e
s
+|=
A

n=1
Entonces

N

im —— =

Entonces,

o0

>

—n +1
es

Definicién 6.11 Si lim, , a, = 0, a la sucesién {a,} la llamamos

una sucesion nula.

6.3. Propiedades

Proposicién 6.12 Sean dos series infinitas Y o an Y Yooy bi con
sumas A y B respectivamente, y sea A € R.

FEntonces,
(1) Y2 dai=__
(2) Yitilait+b)=__ .

Demostracion. Demostramos la suma por la propiedad de multiplicar
por una constante A € R.

Las sumas parciales de la serie infinita )~ ; Aa,, son:

S = \a

Sy = Xaj + Aas

S5 = Xay + Aaz + Aag

Sy = Aa1 + Aaz + Aag + ... + Aan

Entonces,
Sy =Mai+as+az+...+ay) =Sy
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y entonces
lim Sy = lim ASy.
N—o0 N—o00
Por definicion,
N —o0

ian = lim Sy =A
n=1

Si A € R, entonces limy 00 ASy = Alimpy 00 SN

Finalmente, limy_,0, Sfy = AA y la suma Zzo:l Aa,, = M\A. O

6.4. Series geométricas

Definicién 6.13 Una serie geométrica es una serie que tiene la forma

general:
o0

> (2.1)

n=1

donde a,r € R.

Proposiciéon 6.14 Sea una serie geométrica, la N-ésima suma parcial

viene dada por la ecuacion:
Sy =

FEntonces la suma de la serie es
(o]
2. S 22
n=1

de modo que converge cuando y diverge cuando

Si la serie es convergente, su suma es:
o0
E ar"t = (2.3)
n=1

Demostracion. La N-ésima suma parcial de una serie geométrica es:
Sy =a+ar+ar®+ar®+ ... +ar¥ 7!
Multiplicamos por 7:
rSy = ar +ar® +ar® + ...+ ar’V

Restando la segunda ecuacion de la primera, obtenemos:
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Sy —rSy =a—ar’
1-7)Sy =a—ar®

a—m“N

S =
N 1—r

Una serie es convergente si limy_, o Sy existe. Entonces si |r| < 1, el

limite es convergente. O

Ejemplo 6.15 Sea la serie definida por las sumas parciales:

Sy=sqiqplyp oy ]
N7 g g 16 T 2N
Esta serie es geométrica, con a = yr=

Tenemos 7 < 1, entonces la serie es convergente, con suma:

> 1/2
n=1 -r _/

6.5. Series armonicas

Definicion 6.16 La serie armodnica es la serie:
o0
n=1

Recuerda que si el limite de una sucesién es 0, esto no implica que la
serie converge. La serie arménica es nuestro contraejemplo. Ella diverge

aunque lim,, % = 0. Demostramos por qué diverge:

fﬂeﬂ+1+1+l+l+l+l+l+m

Zn 23456 78
SYUR IR U U U W S
= 7274747887878

—1+1+1+1+
- 2 2 2 7

= 0

6.6. p-series

Para que la serie arménica converja, podemos aumentar la potencia
del denominador.
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Definicién 6.17 Una p-serie es una serie con forma:

00
n=1

donde p € R. Converge cuando y diverge cuando .

6.7. Series telescépicas

Definicién 6.18 Una serie es telescopica si tiene la forma:

o0 o0
D=
n=1 n=1
Proposiciéon 6.19 La N-ésima suma parcial de la serie estd dada por:
Sy =
Entonces la suma de la serie es:
S = lim bN+1 — bl.
N—o0
Demostracion. Sea una serie infinita que puede ser escrita en la forma
Ay = bn+1 — bn
La N-ésima suma parcial es:
Sy =a1+as+---+any =by—by+b3—by+.. .—|—bN+1—bN = bN+1_b1~

El limite del n-ésimo término de la sucesiéon de sumas parciales es:

— 1/ —
S NgnoobN-H by

O
Ejemplo 6.20 Encontramos la suma de la serie infinita:
> G
—~ (2n—1)(2n+1)
Podemos separar el cociente en dos partes:
Ponemos n = % implica que A = % y ponemos n = f% nos da b = f%.
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Es decir:
1 1/2 1/2

2n—-1)2n+1) 2n—1 2n+1

Esto es telescépico porque sustituyendo n + 1 por el primer término nos
da:

1/2 _1)2
2n+1)—1 2n+1
implicando:
12
"oon—1

que nos da una suma telescépica

Entonces,

= 1 = 1/2 1/2 =

; (2n —1)(2n + 1) _;271—1 S 2n41 _n;

El limite de la N-ésima suma parcial es

SZ— Hm bN+1—b1
N—oo
1
o m 212
N5 2N +1 2(1) -1
12 1
= — l1im - =
N—oo 2N + 1 2
= lim
N—o0

Entonces la suma de la serie infinita es .

6.8. Series aritmético-geométricas
Definicién 6.21 Una serie aritmético-geométrica tiene la forma:

oo

D

n=0

donde ¢, d,r € R.
Proposicion 6.22 La N-ésima suma parcial de una serie aritmético-

geométrica es:
Sy =d+ (c+d)r+ 2c+d)r*+ -+ (cN +d)yrY

La suma de la serie viene dada por:
o0
Z(cn +d)r" =
n=0

y converge cuando y diverge cuando

En el caso de que ¢ =0, la serie es geométrica.
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Demostracion. Una serie aritmético-geométrica tiene la forma general

o

Z(cn +d)r"

n=0

La N-ésima suma parcial de este tipo de serie es:
Sy =d+ (c+d)r+ (2c+d)r*+ -+ (cN +d)r?
Juntamos términos, multiplicando por r y restando uno del otro:

Sy=d+dr+dr*+---+dr" +cr+2er? + -+ Ner
rSy =dr+dr+dr®+ -+ drN T 4 er? + 2083 + -+ NerVHL

Sy —rSy=d—dr¥ ' +er+er?+ -+ oV — NepNt!

Definimos ty = cr + cr? + - - + er™ nos da

tN — 1ty = er — erN
‘- cr —erNt1
N 1—r
Entonces,
N+1
cr —cr
Sy —rSy =d—drV ! 4+ 1 — NerNH1
—r
g _d—drN+1+cr—crN+1 NerN+1
Ny (1-r)2 1—r

Tomando el limite cuando N tiende a infinito, obtenemos:

lim Sy = lim
N—o00 N —oc0

d— drN+1 N er —erNtL NepNtL
1—r (1—r)2 1—r

Este limite solo converge cuando |r| < 1, con solucién:

d cr
S = _—
T+ 17
Entonces,
ad cr
Z(cn +d)yr" = + 5
o 1—r (1-7)
cuando |r| < 1. O

Ejemplo 6.23 Encontramos la suma de la serie:

Serie aritmético-geométricaconc=_ ,d=__,yr= .Y |r| <1
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implica que es convergente y converge a

> no_ /3
Z?T (1—1/3)2

n=0

7. Convergencia

Hay muchas maneras de probar si una serie converge o no.

7.1. Cambio de indice

A veces es necesario cambiar el primer indice de una serie (por ejem-
plo para usar una definicién conocida).

Aqui consideramos dos métodos:

Método 1 Podemos incluir el elemento nuevo (o perdido), y tenerlo
en cuenta cuando calculamos la suma.
Ejemplo 7.1 Encontrar la suma de la serie infinita:

> 7 11
§ (2 14—
2 n-|-5 =g tlte Tt

una serie aritmético-geométrica, cuya definicién requiere que el indice
empiece por n = 0.

Cambiamos el indice y miramos a sus términos:

> 7
n+5)—=>5 14+ —
;(wr )3 +3+ +27+
Entonces,
i?n—i—’é ST
n=1 n=0 3”

Resolvemos la nueva serie con la definicién conocida, y restamos el

elemento nuevo para conseguir la suma original.

Método 2 Sustituimos n con n + 1 en la definicién de la serie.

Ejemplo 7.2
= 1 1
Z(2n+5)3—n => (2 (n+1)+5) 5y
n=1 n=0
para cambiar n = 0 al original n = 1, hay que anadir 1. Entonces

reemplazamos n por n + 1.

Pagina 44 .‘3“ LOYOLA



Calculo I Dr. Aram Dermenjian

Ahora simplificamos la nueva serie

> 1 = 11
;(2n+5)3—n :7;)(2714-7)53—”
—2n+7 1
~ 3 3"

7 11

— bl
3T T

7.2. Convergencia absoluta

Definicién 7.3 La serie infinita Y a, es convergente absolutamente
si es convergente. La serie infinita ) a,, es convergente tal
que Y _|an| es divergente se llama convergente condicionalmente.

Teorema 7.4 (Criterio de convergencia absoluta) Si > a, es una serie

convergente absolutamente, entonces Y a, es convergente.

7.3. Criterio de comparacién

Proposicién 7.5 (Criterio de comparacién) — Sean dos sucesiones {ay,}

y {bn}. Si existe m € N tal que para todo n > m tenemos 0 < a,, < by,

entonces:
oo oo
Z b, convergente = Z an
n=1 n=1
o0 o0
Z a, divergente = Z bn,
n=1 n=1

Ejemplo 7.6 Demuestra si la siguiente serie converge o diverge:

=1
ZQ”Jrl

n=1

Sabemos que

< Vn € N.

o+ 1

7.4. Criterio de comparacién de limites

Proposicién 7.7 (Criterio de comparacién de limites)  Sean Y a, y

> by, dos series infinitas con términos positivos y ponemos

Wikipedia: Criterio de

comparacion

Wikipedia: Criterio de

comparacion de limites

Si L > 0 y finito, ambas series convergen o ambas series divergen. Si
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L =0 y > b, converge, entonces Y a, converge. Si L = oo y > by,
diverge, entonces Y a, diverge.
Ejemplo 7.8 Demostrar si la siguiente serie es convergente o diver-

gente.

Z\F+3\f+1

Comparamos con la serie siguiente.

Entonces tenemos:

La serie Y b, es una p-serie con p = % p < 1, entonces es divergente. Por
lo tanto, > a, también es divergente por el criterio de la comparacion

de limites.

7.5. Criterio del cociente

Proposicién 7.9 (Criterio del cociente) Sea > -, an, una serie infi-

nita, notamos

FEntonces,

w Si <1 entonces ) ap

= SiA> 1 entonces Y ap

s Si A =1 o el limite no existe, entonces el criterio no dice nada.
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Ejemplo 7.10 Demostrar si la siguiente serie es convergente o diver-

gente.

“n+1
>
n=1

Entonces,

Por el criterio del cociente A < 1, entonces la serie converge.

7.6. Criterio de la raiz

Proposicién 7.11 (Criterio de la rafz)  Si > a, es una serie infinita

con términos positivos, y

Entonces,

» Si A <1 entonces Y ay

» Si A > 1 entonces Y ap
= SiA=1 o el limite no existe, entonces el criterio no dice nada.

Ejemplo 7.12 Demuestra si la siguiente serie converge o diverge:

> 1
Z (log(n))™

n=2

Usamos el criterio de la raiz:

Entonces, por el criterio de la raiz, ya que A < 1, entonces . a,, converge.

7.7. Criterio de Leibnitz para series alternadas
Definicién 7.13 Una serie es alternada si tiene la forma:

oo

>

n=0

Proposicién 7.14 (Criterio de Leibnitz para series alternadas) Sea

S (=1)"a,, una serie alternada, si la sucesion {|a,|} es decreciente

n=1
y cumple:
lim a, =0
n—oo
4 LoYOLA
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o0

entonces, la serie alternada Y~ (—1)"ay, converge.

Ejemplo 7.15 Determinar si la serie alternada siguiente converge o

diverge.
3
—n +1
Para aplicar el criterio de , podemos ver el limite de los
términos.

Queda por demostrar si |a,| es decreciente o no, i.e., si |apt1]| < |an]

para todo n.

Entonces |a,| es decreciente y por el criterio de Leibnitz, Y (—1)"a,, es

convergente.
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7.8. Mas ejemplos

Ejemplo 7.16 Demostrar si la siguiente serie es convergente o diver-

i 1-3-5...2n—1)\?
e\ 2:46...2n '

gente.
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Ejemplo 7.17 Demostrar si la siguiente serie es convergente o diver-

gente.
e n

> g

n=1

Ejemplo 7.18 Demostrar si la siguiente serie es convergente o diver-

gente.

2. (1 —sen(n))(1 + sen(n))
Z n?+8n+1 '

n=1
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Ejemplo 7.19 Demostrar si la siguiente serie es convergente o diver-
gente. Si ella converge, determinar si converge absolutamente o condi-

cionalmente.
o0

(=1

n=1

ne1 2n+1
n(n+1)

Problema 7.20 Con un compaiiero, determina si las series convergen

o divergen.
— 103+5"

n1+n2
n=1
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Ejercicio 7.21 Demostrar si la siguiente serie es convergente o diver-

gente.

> (91

n=1
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Limites y continuidad

8. Funciones acotadas

Definicién 8.1 Si ACRy f: A — R una funcién de una variable
real. Decimos que f es una funcién acotada si existe m, M € R tal que
m < f(x) < M para todo z € A .

Ejemplo 8.2 La funcién f(z) = sen(x) estd acotada entre y

3

0.5

B LT D B U B PR R B

—sin@) l

Figura 3.1: Cotas de f(x) = sen(z)

Definicién 8.3 El supremo de una funcién f(z) es el minimo del con-

junto de cotas superiores.
sup f(z) =sup{f(z) | = € A}
z€A

Definicién 8.4 El infimo de una funcién f(z) es el maximo del con-

junto de cotas inferiores.

inf f(z) =inf{f(2) | =€ 4}
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Ejemplo 8.5 Encuentre las cotas de la funcién f(z) = sen(4x) — 1.

El infimo de f(x) es , v el supremo es .

9. Limites

9.1. Un problema tangencial

Problema 9.1 Suponemos que tenemos la funcién f(r) = z2. ;Cémo

encontramos la pendiente de una recta tangente en el punto x = 17

2

N

Con una pareja, determina la pendiente de la recta tangente en el

punto
sz =0
nr=2
np=—1
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Con una pareja, jpuedes encontrar una férmula para el pendiente de la

recta tangente para un punto x?

9.2. Limites

Lo que hemos hecho puede ser formalizado a algo que se llama «limi-
tes». Queremos encontrar el valor de una funcién en un punto sin saber
el valor en el punto.

Ejemplo 9.2 Comenzamos con un ejemplo para aclarar. Tomamos

fz) =
1a ] \/ 2 4
—-a®—3z+1
“‘" LOYOLA
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Calcula f(2) sin sustituir ningtn nimero.

X f(x) X f(x)

1 2 B

1.4 1.6

1.49 1.51

1.499 1.501

1.4999 1.5001

1.49999 1.50001
Parece que el valor se acerca a . Escribi-

mos esto como:

Problema 9.3 Con un compaifiero, encuentra el limite de la funcién

/2 — .
f(z) = ¥=+1=1 cuando z se aproxima a . (jUsa una calculadoral)

Aqui estd la gréfica:

0.6
0.4

0.2

—~0.21

~0.44

0.6

=)
[
-
c

b'e f(x) X f(x)
-1 1

-0.5 0.5

-0.1 0.1

-0.01 0.01

-0.001 0.001
-0.0001 0.0001

;Qué pensais que es el limite?
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Ejercicio 9.4 En casa: buscar el limite de f(z) = 262 en z = 1.

Ejemplo 9.5 Supongamos que tenemos la siguiente funcién definida

por partes
cos(xz) siz#0
flx) = .
0 sino
y queremos saber el limite en el punto x = 0. Usando la grafica de la

funcién, ;Cudl piensas que es el limite?

lim f(2) = _

x—0

Ejemplo 9.6 Hacemos algo un poco mas complejo. Tomamos la fun-

cion f(x) = cos(g5) que tiene la gréifica siguiente:
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;Qué es el limite en el punto = = 07

lim f(z) =

z—0

;,Qué sucede si nuestra funcién tiene dos partes? Sea

1 siz <1
f(@) =

r—1 sixz>1

que tiene como grafica:

2.54

0.5 1

(,Cémo calculamos el limite en el punto x = 1?7 Podemos analizar el li-
mite acercando desde una direccion en lugar de las dos direcciones a la
vez, como estdbamos haciendo. Si nos acercamos por la derecha (enton-
ces usando valores mayores), parece que el limite es igual a . Si nos
acercamos por la izquierda (entonces usando valores menores), parece

que el limite es igual a . Denotamos esos por:

Comparando esos limites con la definicién original del limite, pode-

mos ver que

lim f(x) = L si y solamente si
r—a

Hacemos otro ejemplo. Suponemos f(z) = con la gra-

fica siguiente:
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e
e
E]
o
B
1
B

;,Cudl es el limite cuando x se tiende a 07 Cuanto maés se acerca = a
0 (desde cualquier direccién), sen(z) se acerca mas a 0 y por lo tanto
@ se hace cada vez més grande. De hecho, el limite no se aproxima a
ningin nimero en particular, sino que sigue creciendo. Para representar

esto, decimos que el limite tiende a infinito:

@ iEsto NO implique que co sea un ntmero! Ni decimos que el
limite existe. La tinica cosa que estamos diciendo es que cuando se acerca
a x = 0, nuestra funcién se hace mas y mas grande, sin fin.

De manera similar, si la funcién f(x) se hace cada vez (mucho) més
pequefia a medida que nos acercamos a un punto a, entonces podemos

decir que el limite es menos infinito.
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Ejemplo 9.7 Tomamos f(z) = (9012—;4)2' Entonces, mientras x — 1 el

limite tiende a

-3 -2 -1 L 5
2
. . s . 22 —x—4 . . X
Ejercicio 9.8 Con una pareja. Sea f(x) = =—5— que tiene gréfica:
-8 -6 -4 2 4 6 8
;,Cudles son los limites de las siguientes?:
lim f(z) = lim f(z) = lim =
z—1- z—1+ z—1

9.3. Definicion precisa de limite

Es mejor que precisamos qué queremos decir con la palabra «limitey.
Definicién 9.9 (Definicién precisa de un limite) Sea f una funcién
definida en un intervalo que contiene a, pero posiblemente no esté defi-
nido en el punto a. Entonces el limite de f(x) cuando = tiende a ¢ es L,

escrito

si para todo € > 0 hay un nimero § > 0 tal que

si 0 < |x —a| < & entonces |f(x) — L| <€
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1 Qué significa eso?

IS

Podemos usar esta definicién como una forma de mostrar si la solu-

cién intuitiva a un problema de limites es correcta o no. Para demostrar

que nuestra intuicién es correcta, usamos lo que se conoce como una de-

mostracion épsilon-delta. A continuacion se presenta un esquema general

de cémo funciona una demostracion épsilon-delta:

La técnica épsilon-delta

Andlisis (1)

(2)

Demostraciéon (1)

(2)

3)

Terminar Terminar la demostracion.

4 LoYOLA
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Ejemplo 9.10 (La técnica épsilon-delta) Queremos demostrar que
lim,_2(3z + 2) = 8.

Analisis (1) Comenzamos con |f(z)—L| < e. En nuestro caso,
L

=_yflz)= . Entonces

(2) Queremos terminar con algo como

Demostracién (1) Suponemos

(2) Sea

(3) Si , entonces

Terminar Entonces, por la definicion del limite
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Problema 9.11 Con un compaifliero, demuestra que lim,_,; (5z —2) =
3.
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Ejemplo 9.12 Hacemos un ejemplo mucho més dificil. Demuestra que

lim, 022 +2—2=4.

Anilisis (1)

Demostracién (1)

3)
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Terminar

Definicién 9.13 (Limites por la izquierda y por la derecha) Decimos

¥ LovoLa Pagina 65



Dr. Aram Dermenjian Célculo I

Usamos el mismo formato para demostrar enunciados en este caso.

Ejemplo 9.14 Demuestra que lim,_,g+ J/x = 2.
Anilisis (1)

Demostracién (1)
(2)
3)

Terminar

One last precise limit definition!
Definicién 9.15 (Limites infinitos) Sea f una funcién definida en un
intervalo abierto que contiene el nimero a, excepto posiblemente no de-

finido en el punto a.
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Ejemplo 9.16 Demostrar lim,_,» ﬁ = 00.

Anailisis (1)

Demostracién (1)
(2)
3)
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Terminar Entonces, por la definicion del limite infinito:

9.4. Propiedades de limites

En muchos casos, la mejor manera de hallar el limite es sustituir el
numero.
Teorema 9.17 Si f es un polinomio o una funcion racional y a es en
el dominio de f, entonces

lim f(z) =

r—a

Si sabemos los limites de algunas funciones en un punto, entonces
podemos usar esa informacién para encontrar el limite de sus combina-
ciones.

Teorema 9.18 Supongamos que ¢ es una constante y Supongamos que
existen los siguientes limites:

lim f(x) y lim g(z)

T—ra Tr—ra

Entonces
(1)
lim (f(z) +g(z)) =

r—a

(2)
lim (cf(2)) =

r—a

(3)
lim (f(x)g(x)) =

r—a

Otra propiedad importante nos ayuda cuando una funcién es muy
similar a una otra.
Teorema 9.19 Si f(z) = g(x) cuando x # a y si existe lim,_,, f(x),

entonces

Hemos visto un ejemplo de esto en Ejemplo 9.5.

Dos mas propiedades ttiles de limites son las siguientes.
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Teorema 9.20 Si f(x) < g(z) cuando x es cerca al punto a (excepto
posiblemente cuando x = a), y los limites de [ y g existen cuando x

tiende hacia a, entonces

Teorema 9.21 (El teorema del emparedado) S f(z) < g(z) < h(x)
cuando x es cerca a (excepto posiblemente cuando es a) y
lim f(z) = lim h(z) = L

entonces
lim g(z) = L

xtoa

El teorema del emparedado es un teorema que es muy dificil de usar,
pero a veces es el método més sencillo para encontrar el limite.
Ejemplo 9.22 Sea

_ .3 4 )
x)=z"cos (— ).
f(x) (5
Demuestra que lim,_,q f(x) = 0. Serfa estupendo si pudiéramos simple-

mente usar una de nuestras propiedades de limites, pero descubrimos en

T
2z

a tener que usar el teorema del emparedado.

Ejemplo 9.6 que lim,_,( cos ( ) no existe. Asi que, en vez de eso, vamos

Observa que cos siempre oscila entre —1 y 1. Es decir:
—1 < cos (l) <1
2z

Multiplicando por 23 y tenemos

Ahora tenemos algo que se parece al teorema del emparedado. Ya

3

que 2 y —2® son polinomios y 0 est4 en el dominio de ambos, tenemos:

Y, por el teorema del emparedado sabemos que
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Ejercicio 9.23 Con un companero, usa el teorema del emparedado

para demostrar que

9.5. Al infinito y adelante

Aunque la infinidad no es un ntmero, podemos analizar los limi-
tes cuando la funcién sigue creciendo, i.e., cuando la funcién va hacia
infinidad.

Ejemplo 9.24 Sea la funcién f(z) = %2 y fijate en que esta funcion

siempre tiene valores positivos. Aqui una grafica de la funcién:
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o

Lo que esto significa es que cuanto mas alto sea el valor de x, mas
cerca vamos a estar de . Intuitivamente decimos que el limite de f(z)

cuando z tiende a infinito es 0. Escribimos esto como:

Podemos hacer esto con cualquier funciéon. Si f es una funcién defi-

nida en el intervalo (0, 00), entonces

lim f(z)=1L

T—00

significa que el valor de f(z) tiende a L cuando x crece.

De manera similar, puedes hacer lo mismo con menos infinito.

lim f(z)=1L

T——00

sen(x)

Ejemplo 9.25 Tomamos f(z) = === que tiene la grafica:

=]
©

=]
o

=)

=)

80 Teo T MaoY M M2 v \} V

N
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;,Cudl es la solucion de la siguiente?

lim f(e) = _

r—r—00

La recta y = L se llama asintota horizontal de la curva f(z) si uno
de los siguientes:

lim f(x)=Lo lim f(x)=1L

T—r00 T—r—00

@ Hay una guerra entre los matematicos sobre la definicién de asin-
totas horizontales. La mayoria dan la definicién dada arriba, pero hay
autores que también exigen que la recta f(x) no cruza la asintota.
Problema 9.26 Sea una funcién f(z) = % Con una pareja, busca

lim f(z)=_y lm f(z)=__

r— 00 r—r—00

;Qué piensas que deberia decir el teorema siguiente?
Teorema 9.27 Si f > 0 es un numero racional tal que x” estd definida

para todo x, entonces

1 1
lim — = lim — =
z—oo LT z——oo T

jEste teorema es muy fuerte! Hacemos un ejemplo.

: 4a°+32% +o 77 2
Ejemplo 9.28 Sea f(z) = =353 55015 Qué es

lim f(x)= 7

r—00
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Ejemplo 9.29 Evaluar

lim 2x — /422 + 1.

T—r 00

Ejemplo 9.30 Evaluar

wll)ngo cos(z)
Ejemplo 9.31 Evaluar
lim x
Tr—r 00
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Ejemplo 9.32 Evaluar

lim z° —x
xTr—r 00

Problema 9.33 Con un companero, evalia

, 2 -z
lim
x—o0 20 — 5

Definicién 9.34 (Definicién precisa de limite, cuya variable tiende a
infinito) Sea f una funcién definida en el intervalo (a,o00) para un
nimero a. Entonces,

lim f(x)=1L

T—r 00

significa que para todo € > 0 hay un nimero N tal que

Sea f una funcién definida en el intervalo (—o0,a) para un ndmero
a. Entonces,
lim f(z)=1L

T—r—00

significa que para todo € > 0 hay un nimero N tal que
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Sea f una funcién definida en el intervalo (a,c0) para un nimero a.
Entonces,

s, () =0

significa que para cada numero positivo M hay un nimero positivo NV

tal que

10. Continuidad

Los limites son stper faciles cuando simplemente podemos sustituir
un nimero para obtener la respuesta. Cuando podemos simplemente
sustituir un ndmero a en una funcién f(x) para obtener el limite, decimos
que la funcién es continua en a.

Definicién 10.1 Una funcién f es continua en a si

Para que esta equacién sea cierta, hay tres cosas que necesitamos

verificar:

Si f no es continua en el punto a decimos que es discontinua en a.
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Ejemplo 10.2 Este ejemplo nos muestra los cuatros tipos de discon-

tinuidad que podemos encontrar.

3 -2 1 1 E\

De la misma manera podemos definir la continuidad por la izquierda
y por la derecha.

Definicién 10.3 Una funcién f es continua por la izquierda en a si

Una funcién f es continua por la derecha en a si

De manera similar, podemos hacerlo en un intervalo también.
Definiciéon 10.4 Una funcién f es continua en un intervalo I si es

continua en todos los puntos en el intervalo.
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Ejemplo 10.5 Suponemos

—V4—22 si —2<2x<?2

2 sie=-20x=2

fz) =

Demuestra que f es una funcién continua en el intervalo (—2,2), pero

discontinua en todos otros puntos. Aqui, una gréafica de la funcion:

3
3

-V -2’44

Como las propiedades de limites, tenemos propiedades para conti-
nuidad.
Teorema 10.6 Si f y g son funciones continuas en el punto a y si ¢

es un numero constante, entonces las funciones siguientes también son
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continuas en el punto a:
(1)
(2)
(3)

jHay muchas funciones que sean continuas!

(1) Todas las funciones son continuas en todo

el dominio real.

(2) Las funciones son continuas en todo su domi-
nio.
(3) Las funciones son continuas en to-

do su dominio.

(4) Las funciones

son continuas en todo su dominio.

(5) Las son continuas en todo su dominio.
(6) Los son continuos en todo su dominio.
Ejemplo 10.7 ;En cuéles puntos es la funcién f(z) = % con-

tinua?

In(z) In(x)

Ejercicio 10.8 Con un compaiero, encuentra dénde f(z) = 5= 2

es continua.

{,Qué hacemos con la composicién f o g7
Teorema 10.9 Si f es continua en el punto b y lim,_,, g(x) = b, en-

tonces

Si g es continua en a y f es continua en g(a) entonces f o g es

continua en a.
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Las funciones continuas tienen la propiedad de que las funciones pa-
san a través de todos los niimeros.
Teorema 10.10 (Teorema del valor intermedio) Sea f una funcidén
continua en el intervalo [a,b] y N un nidmero entre f(a) y f(b), entonces
tenemos que existe un nimero c en [a,b] tal que f(c) = N.

Mejor verlo con una imagen.

iEste teorema nos ayuda mucho para encontrar las raices de polino-

mios!
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Derivadas de una

variable

11. Derivadas

Recuerda que, al principio del estudio de los limites, analizamos la
recta tangente a una curva. jAhora podemos usar todas las herramientas
que hemos desarrollado para responder a esta pregunta para cualquier
curva! Veamos un primer ejercicio. Sea f(z) = x2, ;cudl es la pendiente

de la recta tangente cuando x = 17

&
6

Recuerda que el método que usabamos fue para encontrar los secan-

tes de la curva. Entonces usdbamos ecuaciones como:

Si acercamos z a a, encontraremos la recta tangente. Es decir, la

recta tangente a f(z) en el punto (a, f(a)) tiene pendiente:
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y desde eso podemos encontrar la recta tangente para cada punto.
Problema 11.1 Con una pareja, usa este método para encontrar la

recta tangente y = mx + b cuando a = 3.

Hay una segunda manera de encontrar la pendiente. Podemos fijar
una distancia lejos del punto a y luego intentamos disminuir esa distan-

cia. §Qué significa eso?

o

w

N

Comienza con un punto a en el que quieras encontrar la recta tan-
gente. Sea h una cierta distancia desde el punto a. Luego, intenta hacer

que esa distancia sea cada vez menor y resuelve el siguiente limite:
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A veces, este método es mas facil de resolver que la versién anterior.
Ejemplo 11.2 Para la funcién f(x) = 1/2? encuentra la pendiente de

su recta tangente en el punto (2, %)

Esta recta de pendiente tiene un nombre especial y es, en cierto
modo, el objetivo principal de este curso.
Definicién 11.3 La derivada de una funcion f en el punto a es Wikipedia: derivada de una

funcién f en el punto a
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11.1. La derivada

Recuerda que hasta ahora estabamos estudiando la derivada de una

funcién f en un punto a

. flat+h)— f(a)
/ = 1 _—,
fla)= i ==,
Y ;Qué sucede si queremos la derivada en un punto aleatorio y no en el

punto a? Para esto, sustituimos el nimero a por una variable.

Ya hemos hecho esto cuando estabamos estudiando la aceleracion.
Observa que asi, f’ es una funcién. Esta funcién, f’, se llama la derivada
de f.

Ejemplo 11.4 Comenzamos con un ejemplo superficil. Encontrar la
derivada de f(z) = «.

Entonces f/(z) = 1.

Problema 11.5 Intenta un ejemplo més complicado con una pareja.

Encontrar la derivada de f(z) = 22 — .
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Hay muchas formas diferentes en las que la gente escribe la derivada
f'(z). jEsto viene de la historia de la derivacién!
dy _ df
’ .
== 2 =—=1D
fla)y=y=—_"=——=Df
@ iFracciones no son razones! No puedes dividir
Definicién 11.6 Decimos que una funcién f es diferenciable en el

punto a si f’'(a) existe.

Ejemplo 11.7 ;En cuéiles puntos es diferenciable la funcién siguiente?

1 ifz>0
f(z) =
-1 ifx<0

Si una funcién es diferenciable, sabemos si la funcién es continua o
no lo es.
Teorema 11.8 Si f es una funcion diferenciable en un punto a, en-

tonces [ es continua en a.

iYa lo vemos en nuestro ejemplo!
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-1

-2

-3

-4

gé} iLa conversién no es verdad! Hay funciones que son continuas
pero no son diferenciables.
Intuitivamente, hay tres casos en los que una funciéon no sea diferen-

ciable:

11.2. Derivadas de orden superior

Recuerda que, cuando estdbamos en el espacio exterior, la acelera-
cién se calculaba como la tasa de cambio instantdnea (también conocida
como la derivada) de la velocidad. jLa velocidad también es una tasa de
cambio! Es la tasa de cambio instantanea de la posicién. Asi que, si la

velocidad es la derivada de la posicion y la aceleracion es la derivada de
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la velocidad, entonces la aceleracion es la derivada de la derivada de la
posicién. jHay dos derivadas!

Esto sucede porque podemos ver la derivada como una funciéon en
s{ misma. Y como es una funciéon, podemos preguntarnos cudl es la de-
rivada de la derivada. Esto normalmente se llama la segunda derivada.
De manera similar, podemos definir la tercera derivada, cuarta derivada,

n-ésima derivada, etc. En cuanto a la notacién, asi es como se ven:

2 f”(x):y—%—%:pzf

R R

) = foa) = D) = = f = % % 1
s ) () = ; _dwy _d'f D f

Problema 11.9 Con un companero, encuentra la tercera derivada de

f(x) = 2%

12. Derivadas de varias funciones

12.1. Derivadas de polinomios

Todo eso es divertido, pero puede transformarse rdpidamente en algo

mas complicado.

Por nuestros ejemplos anteriores, veremos que:

d o d _
%(95)—7 %(ﬂf)—
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Queremos decir la siguiente (jy resulta que es verdad!)

Teorema 12.1 Sin es un nimero real, entonces

Demostracion. En realidad vamos a demostrar este resultado para los
enteros positivos, porque es una demostracién bonita y (relativamente)

sencilla. Hay dos partes:

(1)

(2)

Ejemplo 12.2 » ;Cual es la derivada de f(z) = 2937

» ;Cudl es la derivada de f(z) = Va3?

» ;Cudl es la derivada de f(z) = z™?
Usando nuestras leyes de los limites, tenemos el siguiente teorema:

Teorema 12.3 Sean f y g funciones derivables y sea ¢ una constante.

jEsto significa que podemos derivar polinomios mas complicados!
Ejemplo 12.4 ;Cual es la derivada de f(z) = 2% + 32* — 2% + 1?7
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Ejemplo 12.5 Apliquemos esto a una situaciéon del mundo real. Su-
pongamos que tenemos una varilla (o un trozo de alambre) de metal. La
varilla es «homogénea» si su densidad es constante a lo largo de toda
ella. En otras palabras, se define como la masa (kg) por unidad de lon-
gitud (m). Podemos escribirlo como: p (la densidad) es igual a la masa

m dividida por la longitud ¢:

m
p=

l

Pero ahora supongamos que nuestra varilla no es homogénea. En su
lugar, supongamos que la masa estd dada por una funcién m = f(z).
Entonces, la densidad media es:

Am _ f(z2) — f(z1)

- A/ - To — X1
jEsto se ve exactamente como la derivada!l Asi que la densidad en cual-

quier punto viene dada por:

m A _ dm
Avso AL dr

Por ejemplo, sea f(x) = 23/2. Usando las reglas de limites que aca-
bamos de ver, sabemos que f'(z) = . En otras palabras, en

cualquier punto x de nuestra varilla, p =

Asi que, si nos situamos a 1 metro del extremo de la varilla, sabemos

que la densidad es:

12.2. Funciones exponenciales

Hablemos de las funciones exponenciales y de como se comportan
sus limites. Recuerda que una funcién exponencial es una funcién de la

forma f(z) =", donde b es un nimero real. Calculemos su derivada.
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=¥ '(0)

Pero ahora necesitamos determinar cudnto vale f'(0). No hay una forma
sencilla de hacerlo, asi que tenemos que volver a nuestro método anterior

de considerar varios valores de h.

h 2" 1 3h—1
h h
0,1 0,7177346... | 1,1612317. ..
0,01 0,695555... | 1,104669...
0,001 | 0,693387... | 1,099216...
0,0001 | 0,693171... | 1,0098673...
Resulta que
27 —1
— ) — 17 _
b—2:>f(0)—i1i>% =
3 -1
— ) — 17 _
b—3:>f(0)—.%1£% =

Entonces tenemos

dwi d:p

dae”  ——  dz

y, en general:

a
dx

Serfa genial si pudiéramos encontrar un niimero para el cual f'(0) =

T __

1. Esto implicaria que

De aqui es de donde aparece el nimero . Si , entonces

y estamos satisfechos.
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Ejemplo 12.6 Encuentra la segunda derivada de f(z) = e* — 2.

flx)y=¢€e" -2

La grafica de estas funciones es la siguiente:

12.3. Derivadas de funciones trigonométricas
Intentemos encontrar la derivada de sen(z). Por definicién tenemos:

(@) = sen(z)
) — 1 TN @)

h—0 h

B , cos(h)—1 . sen(h)
= sen(x) }lng%) — + cos(z) flllg%) —

Asi que necesitamos determinar cuéles son estos dos ultimos limites
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para encontrar la derivada. jVamos a usar el teorema del emparedado!

Primero queremos demostrar que cos(f) < % < 1, donde 6 es un
angulo.
Por lo tanto, intuitivamente sabemos que cos(f) < % < 1.

Ahora tomamos los limites de todo cuando 0 tiende a 0.

lim cos(6) =

60—0
Por lo tanto, por el teorema del emparedado limg_.q % =_.
Ahora estudiamos %.
lm cos(f) — 1 _
0—0 0
— lm sen(0)
90 cos(f) + 1
4 LOYOLA
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Entonces,

ron , cos(h)—1 . sen(h)
f'(z) = sen(x) }lllg%) — + cos(x) }llli% P

Usando métodos muy similares, podemos demostrar las derivadas de

todas las funciones trigonométricas:

f@) | £ | f@) | @)

sen(x) csc(x)

( (
cos(z) sec(x)
(

tg(x) cot

13. Maneras de calcular derivadas mas com-

plejas

13.1. Reglas del producto y del cociente

Recuerda que, cuando sumabamos y restabamos derivadas, vimos que
ocurria algo muy parecido a lo que sucedia con las leyes de los limites:
simplemente podiamos separarlas. Para las leyes de los limites teniamos:

lim (f(2) +g(2)) = (lim f(2)) + (lim g(=))

r—a Tr—a
Y para las derivadas teniamos:

d d

L ($w) + 9(a)) = = F) + —o-o().

Ahora hacemos la misma pregunta para la multiplicacién, ya que
tenemos la misma ley de los limites:

lim (/(2)g(2)) = (lim f(2)) (1im g(x))

Tr—a r—a r—a

Resulta que esta propiedad no se cumple para la multiplicacién (jni para
la divisién!). En particular, tenemos (fg)’ # f’¢’, aunque eso seria lo que

nos gustaria.
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Ejemplo 13.1 Veamos un ejemplo muy sencillo para comprobarlo. Sea

f(x) =2y g(x) = z. Entonces,

Asi que necesitamos encontrar otra forma de calcular (fg)’. Esto es
un poco complicado, pero resulta que la mejor manera es usar geometria.

Primero, veamos una de nuestras funciones.

-1

-2

-3

-4
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Esto se llama la regla del producto : Si fy g son ambas derivables, Wikipedia: regla del producto

entonces

Ejemplo 13.2 Hagamos un ejemplo. Sea f(z) = x2e®. ;Cudl es f'(x)?
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También podemos trabajar con cocientes usando una técnica similar

a la del producto.

Esto se llama la regla del cociente: Si f y g son ambas derivables y

g(x) # 0, entonces

@ Observa que, en la regla del cociente, el orden importa porque

estamos restando. jAsegtrate de tener esto en cuental
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. 3
Ejemplo 13.3 Sea f(z) = £:£3¢.

Entonces,
4+ 3

! —_
f(z)_x4+2:v2+1

Problema 13.4 Encuentra f’(z) trabajando con un compaiero, don-
de f(z) = ;c4+39c2+x—1.

eT

Ejemplo 13.5 También podemos usar la regla del cociente para de-

sen(z) __

mostrar la derivada de tg(z). Supongamos que f(z) = os(z) = tg(z) y

encontremos f'(z).
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Problema 13.6 Trabajando con un compaifiero, encuentra la derivada
de f(z) = sen(x) cos(x).

13.2. La regla de la cadena

Hemos trabajado con suma, resta, multiplicacién y divisiéon, pero
todavia no hemos tratado una operacion: la composicion. ;Cudl es la
derivada de (f o g)?

En notacién prima, tenemos

Wikipedia: regla de la cadena Esto se llama la regla de la cadena .

Ejemplo 13.7 Sea f(z) = y/sen(x). {Cudl es f'(x)?
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Problema 13.8 Sea f(z) = ﬁ Trabajando con un compaiero,

encuentra f'(z).

Usemos la regla de la cadena para encontrar la derivada de una fun-
ci6n exponencial. Sea f(x) = b*, y queremos encontrar f'(z). Vamos a

In(b) .

usar el hecho de que b= e Entonces tenemos

13.3. Derivacion implicita

Hasta ahora hemos estado trabajando con funciones definidas expli-
citamente: f(z) = ---. Pero jqué sucede si nuestra funcién estd definida
implicitamente?

Y3 +62% —2zy =37z +y

6

(Hay formas de encontrar la tangente a la curva (es decir, la derivada)?
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Lo que hacemos es dividir nuestra derivacién en pequenas partes.
Esto se hace mejor con un ejemplo.
Ejemplo 13.9 Sea 23 + y3 = 37.

Probemos con un ejemplo un poco mas complicado.
Ejemplo 13.10 Sea y> + 622 — 22y = 37z + 3.

Problema 13.11 Sea sen(zy) = sen(m) + sen(y).

j%/%\\
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Trabajando con una pareja, encuentra y'.

Ejemplo 13.12 Sea 2 + 3® = 37. Encuentra y".

14. Mas derivadas

14.1. Derivadas de funciones trigonométricas inver-

sas

Podemos usar la derivaciéon implicita para encontrar las derivadas
de las funciones trigonométricas inversas. Recuerda que arcsin(z) =

sen~!(x) = y significa que sen(y) = 2 cuando 5F < y < Z. Probé-

moslo.
d d
Tr sen(y) = Tr
d dy
= Yo
i sen(y) .
dy
() -2 =1
cos(y) .
dy 1
dr  cos(y)
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Como =* <y < %, entonces cos(y) > 0. Y como sen?(y)+cos*(y) =

1, tenemos

cos(y) = /1 —sen?(y) =

Es decir,

Usando métodos similares, podemos encontrar las derivadas de todas

las funciones trigonométricas inversas:

f) | @) i) | f@)
arcsin(x) arcesc(x)
arc cos(x) arcsec(x)
arctan(z) arccot(x)

14.2. Derivadas de funciones logaritmicas

. Cuadl es la derivada de la funcién f(z) = log,(x)?
Recuerda que y = log, () significa que b¥ = z. jHagamos una deri-

vacién implicita!

d d
el R
dx dmx
dy _
dr

La derivada se obtiene del Problema 13.2.

Esto significa que, si b = e, entonces
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Ejemplo 14.1 Sea f(x) = In(cos(z)), jcudl es f'(x)?

5\ 2
Ejemplo 14.2 Sea f(x) = (ln (;—H)) , icudl es f'(x)?

Problema 14.3 Sea f(z) = 2%In (””:;3) Trabajando con un compaifie-

ro, encuentra f'(x).

El logaritmo puede ayudarnos a derivar funciones racionales méas
complicadas. Esto se ve mejor con un ejemplo.
Ejemplo 14.4 Sea

zi(z3 —1)3
f@) = T

y encuentra f'(z). Esta expresiéon es muy complicada y podemos usar
la regla de la cadena, la regla del producto y la regla del cociente para
resolverla, pero se volveria muy complicada muy rapido. En su lugar,

podemos usar logaritmos para simplificarlo todo. Lo hacemos en 3 pasos.

(1)

(2)
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Ejemplo 14.5 Intentémoslo de nuevo con un ejemplo muy sencillo.

Sea f(x) = z”.
(1)
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Problema 14.6 Sea

BN

(x3 — 3x2)%

flo) = =

y, trabajando con un compaiiero, encuentra f’(z).

15. Usos de la derivada

15.1. Valores maximos y minimos

Muchos problemas de la vida real son problemas de optimizacion:
jcudndo alcanzan las funciones sus valores maximos o minimos? Vimos
algo parecido en nuestro problema del astronauta, donde queriamos en-

contrar la aceleracién méxima. También aparece, por ejemplo, al decidir:

= ;Cudl fue el valor maximo de CO5 en la atmédsfera antes del ano
0a. C?

= ;A qué hora tienen los restaurantes la mayor cantidad de clientes?

= ;Qué forma debe tener el envase de nuestro producto para mini-

mizar los costos?

Hay una cantidad interminable de problemas de maximos y minimos.
Problema 15.1 Intenta inventar un problema de maximos y minimos
y compartelo con tu companero:

Problema de méximo/minimo:

Pero, matematicamente, ;qué significan méximo y minimo? Una fun-
ciébn f tiene un wvalor mdzrimo absoluto en ¢ sobre un dominio D si
f(e) = f(z) para todo € D. De manera similar, una funcién f tie-
ne un valor minimo absoluto en ¢ sobre un dominio D si f(c) < f(x)

para todo x € D. A veces los valores absolutos también se conocen como
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valores globales. Un walor extremo de f es un
de f.

También podemos considerar puntos que son maximos o minimos en

una regién més pequeiia. Si f(c) > f(z) para todo x cercano a ¢, decimos
que f(c) es un mdzimo local. De manera similar, f(c) es un minimo local
si f(c¢) < f(x) para todo x cercano a c.

Ejemplo 15.2

N

[

Problema 15.3 Trabajando con un companero, completa los maximos
y minimos absolutos y los méaximos y minimos locales en el dominio

[—3,4] de la siguiente grafica:

-5

-6

;,Cémo sabemos que los valores extremos siquiera existen? jQuizd
tengamos una grafica en la que no existan valores extremos! Resulta
que no es asi, como mostré Bernard Bolzano en la década de 1830 al
demostrar el siguiente resultado.

Teorema 15.4 (Teorema del valor extremo) Si f es continua en un

intervalo cerrado [a,b], entonces f alcanza un valor mdzimo absoluto
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f(e) y un wvalor minimo absoluto f(d) en algunos nimeros ¢ y d de
[a, b].

.Y qué ocurre con los maximos y minimos locales? Resulta que Pierre
Fermat dio una propiedad muy util sobre los maximos y minimos locales.
Teorema 15.5 (Teorema de Fermat) Si f tiene un mdximo o minimo

local en c y existe f'(c), entonces f'(c) = 0.

Ten mucho cuidado con este teorema. Es muy facil querer afirmar
que el teorema dice méas de lo que realmente dice. Hay 3 errores comunes

que los estudiantes cometen con este teorema; dos de ellos aparecen en
el libro.

(1)

Aunque hay muchas trampas con el teorema de Fermat, este sugiere
que quizd podamos determinar cémo se comporta una funcién a partir
de su derivada. Un nidmero critico de una funciéon f es un ntmero c
(del dominio) tal que f'(¢) =0 o f’(¢) no existe. En otras palabras, el
teorema de Fermat se convierte en:

Si f tiene un maximo o minimo local en ¢, entonces ¢ es un niimero
critico de f.

Resulta que podemos usar los niimeros criticos para determinar cuan-
do tenemos un méximo o minimo absoluto en algin intervalo [a, b]. Para

ello:
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(1) Encuentra los valores criticos de f en el intervalo (a,b).

(2) Encuentra los valores de f en los valores criticos y en los extremos

del intervalo (en a y b).

(3) El mayor valor del paso anterior es el maximo absoluto y el menor

valor es el minimo absoluto.

Ejemplo 15.6 Sea f(v) = 2% — 2% — z; encuentra su maximo y minimo

absolutos en el intervalo [, 2].
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Problema 15.7 Sea f(z) = 2®+2%—1; encuentra sus valores extremos

en el intervalo [—1,1].

15.2. El teorema del valor medio

Nuestro siguiente objetivo es el teorema del valor medio. Comenza-
mos con el teorema de Rolle, llamado asi por Michel Rolle, quien lo
publicé en 1691 para funciones polinémicas. Aunque Rolle fue el prime-
ro en publicar sus ideas, se atribuye al matematico indio Bhaskara II
(1114-1185) ser la primera persona de la que sabemos que conocia el
teorema. Ademads, el teorema en si no se demostré por completo hasta
1823, cuando Cauchy lo demostré en su totalidad.

Teorema 15.8 (Teorema de Rolle) Sea f una funcion que satisface las

stguientes tres hipotesis:

(1) f es continua en [a,b)].

(2) [ es derivable en (a,b).

(3) f(a) = f(b).

Entonces existe un nimero c en (a,b) tal que f'(c) = 0.
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-4 -3 -2 -1

El teorema de Rolle se usa

tener una funcion.

-1

-2

-3

-4

para determinar cudntas raices puede
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Ejemplo 15.9 Demuestra que la ecuaciéon f(z) = 2° tiene exactamen-

te una raiz real.

El teorema del valor medio fue conocido primero por Parameshvara
(1370-1460), un matemético indio. En Europa, Joseph-Louis Lagrange
fue el primero en enunciarlo en la siguiente forma.

Teorema 15.10 (Teorema del valor medio) Sea f una funcion tal que:

(1) f es continua en [a,b].

(2) f es derivable en (a,b).

Entonces existe un numero ¢ en (a,b) tal que

A veces este teorema se conoce como el teorema del valor medio
de Lagrange . Existe una version extendida de este teorema que no
veremos aqui, llamada teorema del valor medio extendido o teorema del

valor medio de Cauchy .
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-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

-1

-2

-3

-4

Ejemplo 15.11 Sea f(z) = 2% — 2 y consideremos el intervalo [0, 2].

Demuestra que el teorema del valor medio se cumple en este intervalo.

El teorema del valor medio nos permite enunciar los siguientes dos
teoremas.
Teorema 15.12 Si f'(z) = 0 para todo x en un intervalo (a,b), en-
tonces [ es constante en (a,b).
Corolario 15.13 Si f'(x) = ¢'(z) para todo x en un intervalo (a,b),
entonces f — g es constante en (a,b); i.e., f(z) = g(x) + ¢ para alguna

constante c.

16. Regla de L’Hopital

Vamos a volver por un momento a los limites y ver cémo podemos

encontrar limites en situaciones que no estan bien definidas. Por ejemplo,
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jcudl es el siguiente limite?

.Y qué pasa con

entonces este limite se llama una forma indeterminada de tipo % o+
Estos limites no son muy faciles de resolver con los métodos que
tenemos hasta ahora, pero en 1694 el matematico suizo Johann Bernoulli
presenté un teorema al matematico francés Guillaume de I’Hépital, que
ahora llamamos regla de L’Hopital:
Teorema 16.1 (Regla de L’Hopital) Supongamos que f y g son de-
rivables y que ¢g'(x) # 0 en un intervalo abierto I que contiene a a
(excepto, posiblemente, en a). Supongamos ademds que se cumple una
de las siguientes condiciones:

lim f(z) = lim g(x) =0

r—a r—a

lim f(x) = oo y lim g(z) = o0
Tr—a

T—a

(en otras palabras, el limite es una forma indeterminada de uno de los
dos tipos). Entonces

f(x)

lim —= =
z—a g(aj)

st el limite del lado derecho existe o es +oo.

iEsto esta genial! Probémoslo con nuestros ejemplos anteriores.
Ejemplo 16.2 Sea f(x) = sen(z) y g(x) = x y, de lo anterior, recuerda

que

20 g(x)

lim f(@) =

asi que podemos usar la regla de L’Hopital.
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Ejemplo 16.3 Sea f(z) = 22 y g(z) = e® y, de lo anterior, recuerda
que

iPor lo tanto podemos usar la regla de L’Hopital!

Prueba otro ejemplo con un compaiiero.
Problema 16.4 Sea f(z) = 2> —2 -2y g(z) = V2 — y/z. Trabajando
con un compaifiero, encuentra

f(x)

Ejemplo 16.5 ;En cudles de los siguientes limites puedo usar la regla
de L'Hopital?

o1 , x24Tz , 22 +3x+1
lim — lIm ———— m ——— -
T—00 I z—o00 2 492 + 3 z—oo (x4 + Tx) - e
,er ., T—x B 0
lim — lim ——— im ——
z—0 z—m cos(x) z—0 cos(x)

jTambién podemos usar la regla de I’Hopital en otros casos! En la
mayoria de estos casos, lo que queremos hacer es convertir nuestro limite
en un limite de uno de nuestros dos tipos de indeterminacién. Estos casos

se resuelven mejor mediante ejemplos.
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16.1. La forma oco —

Ejemplo 16.6 Encontrar el limite

, 1 1
lim — — —
=0 xsen(z) a2

3 1 1 _
limg 0 zsen(x)  x2

1
6

Observa cé6mo cambiamos nuestra expresiéon de co — co a % para

poder usar la regla de L’Hopital. Hacemos lo mismo con todos los tipos.

16.2. La forma 0-+o00
Ejemplo 16.7 Encontrar el limite

lim 82 In(3z)
z—0

lim, .o 8z*In(3z) =
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16.3. Las formas 0°, oo” y 1%

jPodemos hacer lo mismo con las potencias! En estos casos, es un
poco mas complicado.

Ejemplo 16.8 Encontrar el limite

lim (22)*
z—0

limg 0 (z2)*° =

2

lim, o (z2)* =e'=1

En esencia, seguimos los siguientes pasos:

(1)

(2)

(3)

Problema 16.9 Trabajando con un compaiero, encuentra el siguiente
limite.

If v
lim sen(x)
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Integracién

17. Antiderivadas

Ya hemos visto cémo encontrar la derivada de una funcién f(x).
Pero jqué pasa si queremos ir hacia atrds? Supongamos que tenemos
una funcién f(x) y queremos saber de qué funcién es derivada. Esta es
la idea de las antiderivadas.
Definicién 17.1 Una funcién F se llama antiderivada de f en un Wikipedia: antiderivada

intervalo I si para todo x en I.

Ejemplo 17.2 Si f(x) = 322, jcual es su antiderivada?

Pero ;como sabemos que eso es todo? ;Y si hubiera alguna otra an-

., Cémo se ven estas funciones?

tiderivada? Resulta que no es asi, como veremos en el siguiente teorema.
Teorema 17.3 Si F es una antiderivada de f en un intervalo I, en-

tonces la antiderivada mds general de f en I es
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Ejemplo 17.4 ;Cuéles son las antiderivadas (generales) de las siguien-

tes funciones?
(1) f(z) = cos() :
(2) f(z) =" donde n # —1 :
(3) fla)=a""1:

Podemos usar las reglas de derivacién para encontrar las antideriva-

das de funciones méas complicadas. Por ejemplo, si tenemos f(x)+g(z) y
si F'(z) y G(z) son las antiderivadas de f y g, respectivamente, entonces

F(z) + G(x) es una antiderivada de f(x) + g(x). Veamos un ejemplo.

1
1—x2

Ejemplo 17.5 Encuentra todas las antiderivadas de f(z) =
2cos(x) + 21%%

Problema 17.6 Intenta uno con un companero. Sea f(x) = 2sen(z) —

lJ;—fvs y encuentra todas las antiderivadas de f(x).

Si buscamos una respuesta particular, también necesitamos un dato
de la funcién.
Ejemplo 17.7 Encuentra f si f'(z) = e* —2cos(z) y f(0) =2.
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Probemos algo un poco mas dificil.
Ejemplo 17.8 Encuentra f si f”’(z) = 3z + 2 donde f(0) = 4y

f(2) =13.

Problema 17.9 Con un compaiiero, encuentra f si f”(z) = 42? + 1
donde f(0) = ¢y f(1) =2.
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Funcién ‘ Derivada H Funcién | Derivada
flz)=a" | f'(z) =ra""! f@) =kg(z) | f'(z) =kg'(z
f(@) = g(a)h(x) fl@) =55 | f(z) = <0
f(z) = g(h(z)) flx) =g(@)" | f(x) =r(g(z
fla)=e" | fl(x) =e" fl@)=In(z) | f'(x) =5
f(x)=a” | f/(z)=a"In(a) f(z) =log,(z) | f'(2) = sy
f(z) = sen(x) f(z) = cos(z)
fz) =tg(z) | f'(z) = sec*(z) f(z) = cot(z) | f'(z) = —esc’
f(z) =sec(x) | f'(z) = sec(x)tg(x) f(x) =csc(x) | f'(x) = — escf
f(z) = arcsin(x) | f'(z) = 11_732 f(z) = arccos(z) | f'(x) = \/%
f(x) = arctan(z) | f'(z) = 1+1I2 f(x) = arccot(z) | f'(z) = 1;9132
f(z) = arcsec(z) | f'(x) I:v\\/% f(z) = arcese(z) | f(x) = III\/ZE%

18. Areas y distancias

Supongamos que tenemos la siguiente funcién: f(z) = 2® — 222 + 2:

-0.5 0.5 1.0

15

2.0

Como ya sabemos mas o menos céomo estudiar las tangentes a una

curva, ahora veamos el area bajo una curva. Supongamos que queremos

calcular el area bajo la curva entre 0 y 2. ;Como podemos hacerlo?
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Usando nuestras técnicas, podemos estimar que el area debe ser:

Esencialmente, estamos usando la siguiente formula para calcular el

4rea .
i=0

Pero podemos mirar esta funcion de otra manera. Podemos obtener una

estimacién usando los lados derechos de nuestros rectangulos:

Y f(@ivn)Aw
=0

)
w

-

o
[}

o
(=

(=}
[

-t - 22742

-0.5 0.5 1.0 1.5 2.0
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Al hacer esto con nuestro ejemplo, obtenemos:

9 .
S (“gl)m:
1=0

241 218 187 154 106 103 122 169 ) 1
5

= (e S S ol S S S 9
(125 Ts T s T T T 1es Tizs T T
= % ~ 2,68000000000000

iFijate en que estos dos valores son bastante parecidos!

19. Integral definida

Ahora veamos una funcién diferente y seamos un poco mas precisos

al definir estos rectangulos. Trabajaremos con f(z) = 2% — 622 —z + 1:

<)

N
=)

-z’ 6z’ —z+1

Dado un intervalo cerrado [a,b], una particidn de un intervalo de

numeros z; es tal que:
a=To <11 <T2<...<Tp_1<x, =0
Esto nos da pequenos subintervalos:

[300,371}7 [$1,$C2],-~-7[33n717$n]

be)

Si todos los intervalos tienen el mismo tamaio (=

decimos que la
particién es regular.
Ejemplo 19.1 Hacemos dos ejemplos. Tomemos a = 2 y b = 5. Las

siguientes son dos particiones diferentes:

2<21<3<42<45<451<5
2<3<4<5
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y cada una define intervalos diferentes:

(2,2,1], [2,1,3], [3,4,2], [4,2,4,5], [4,5,4,51], [4,51, 5]
[2,3], [3,4], [4,5]

;, Cudl de las dos particiones es regular?

Problema 19.2 Dados a = 0 y b = 1, con un companero, da una

particién regular:

Se supone siempre que la particién es regular. La longitud de un
intervalo es la diferencia entre el extremo inicial y el extremo final del

intervalo: Ax; = para el intervalo [x;_1,z;].

iYa estamos listos para definir nuestras sumas! La suma de Riemann

de una funcién en un intervalo [a, b] es la suma:

donde z} € [z;_1, ;] es un nimero arbitrario.
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iYa hemos visto dos de estas! La suma por la derecha es la suma de
Riemann en la que tomamos x; = x;. La suma por la izquierda es la

suma de Riemann en la que tomamos z} = z;_;. La suma del punto

Ti—1+T;
2

iPero lo que realmente queremos es encontrar el area exacta, no solo

medio es la suma de Riemann en la que tomamos x] =

una aproximaciéon! ;Qué podemos hacer para encontrar el drea exacta?
Vamos a usar nuestra herramienta favorita hasta ahora en clase: los
Iimites. Si...los limites.

El limite que vamos a usar es el siguiente:

Si este limite existe, decimos que la funcién es integrable en el sentido
de Riemann.

PERO esta notacion es horrible. Hay un millén de simbolos. ; Quién
quiere escribir todo eso cada vez? Nadie. Asi que vamos a usar otra
notacién que, creo, todos ya han visto: la integral.

Observacién 19.3 {Un poco de historia! Usamos ¥ para la sumacion
porque «sumacién» empieza con s. Asi que necesitamos un simbolo nuevo
para la integral. Por suerte, Gottfried Leibniz (alemén) habia creado la
notacién perfecta en 1675. Usé la s larga del alemén antiguo: {. (Hoy
en dia, la s larga del alemdn se escribe como «8».) jPor qué? Porque
la integral es una suma de intervalos realmente pequenos. Asi que { es
perfecta para eso, ya que se queda como una «s», pero es una s diferente!
(Incluso en espafiol se usaba {1 Esta letra no desapareci6 del espanol hasta

aproximadamente entre 1760 y 1800.)
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Cambiamos la «s», pero también necesitamos cambiar la A, ya que
estamos tomando el limite. Como estamos tomando el limite, estos in-
tervalos se hacen cada vez mas pequenos. En otras palabras, seria genial
representarlo usando un «pequeno» A. Entonces, jcudl es la mindscu-
la de A? jEs 6, por supuesto! Pero Leibniz, uno de los fundadores del
célculo, tradujo el griego al alemdn y la ¢ se convirtié en una d. De aqui

viene la notacion de Leibniz: % en realidad!

Asi que, si nuestra funcién es integrable en el sentido de Riemann,

escribiremos:

= nl;rrgo ; f(zF)Ax;.

Algunas definiciones:

El a es el limite inferior de integracion,

= El b es el limite superior de integracion,

v El f(z) es el integrando,

= La x es llamada la variable de integracion o la variable indepen-

diente.

Teorema 19.4 57 una funcion f(x) es en el intervalo

[a,b] o si f(x) tiene solo un nimero finito de discontinuidades de salto,

entonces la funcion f(x) es

en [a,b].

Ejemplo 19.5 Veamos un ejemplo (facil). Encontrar ff % dx.
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Eso fue bastante horrible. La idea de los préximos dias es intentar

hacer esto mas facil.

19.1. Propiedades de las integrales definidas

Proposicién 19.6 Sea f(z) una funcion continua en [a,b] y sea ¢ una

constante.
(1) [P f(x)de =[] f(t)dt = [ f(u)du
(2) [, fla)de=_
(3) [P cde=c(b—a)
(4) [ f(x)dx =
(5) [ cf(@)de =c [ f(z)dz
(6) [°(F() + g(x) do = [° f(x)da + [° g(z) da
(1) [°f(@)da + [§ f(x)do =

19.2. El teorema fundamental del calculo

Recuerda que, al estudiar sumas, vimos una que llamamos suma te-

lescopica:
n
E Qi — Qj—1 = .
i=1
De hecho, nuestra integral se escribe de una forma casi idéntica:
b n n
/ f(z)dx = lim E f(zh)Az; = lim E f@)) (z; —zi—q).
n—oo n—oo
a i=1 i=1
Ahora queremos saber si existe una forma mas sencilla de resolver estas

integrales y veremos (muy pronto) que si existe. jDe hecho, esto se hace

mediante antiderivadas!
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Recuerda que una antiderivada de una funcién f(z) es una funcién
F(z) tal que F'(z) = f(x).
Teorema 19.7 (El teorema fundamental del cdlculo) Si f(x) es una
funcion continua en un intervalo [a,b] y si F(x) es una antiderivada de

f(x) entonces

/:f(w)dw=

Para hacerlo mas sencillo, aqui tienes algunas funciones junto con

sus antiderivadas

Funcién (una) antiderivada
n n+1
2™ donde n # —1 |
21
. cos(kx)
sen(kx) donde k # 0 —
n(kx
cos(kz) donde k # 0 %
sec?(kz) donde k # 0
cotan(kz)
cosec?(kz) donde k # 0 —
sec(kx)
sec(kx) tg(kz) donde k # 0 e
cosec(kx
cosec(kz) cotan(kx) donde k # 0 —%
e** donde k # 0

Ejemplo 19.8 Veamos algunos ejemplos:

2 3
/ 22 dr = r
1 3

4
/ 2 dxr =
2

2o 18 81 7

., 3 3 3 3

/OTr sen(z) dx =

5
/ e sen®(z?)dx = __
5

Problema 19.9 Intenta un ejemplo con un companero. Resuelve:
3 1
/ 4o — e* + —dx
1 x

Pista: Recuerda las propiedades de integrales anteriores.
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20. Integrales indefinidas

Gracias al teorema fundamental del célculo, podemos encontrar la
integral f: f(z) dz. Pero para hacerlo, primero debemos encontrar una
antiderivada de f(x)!

iEsto no siempre es facil!

Ejemplo 20.1 Encontrar una funcién F(z) tal que F'(z) = f(z) =

e®’

Para esto necesitamos una forma de obtener antiderivadas. Normal-
mente esto se hace usando integrales indefinidas.

Una integral indefinida es el conjunto de antiderivadas de
una funcién dada. En otras palabras, es la férmula general F(z) + ¢ que

vimos hace unos dias. Normalmente lo denotaremos como:

Todo esto significa que F(z) + ¢ es la férmula general para una an-
tiderivada de f(x).

iiiLas integrales definidas e indefinidas son diferentes!!! Las in-
tegrales definidas tienen limites inferior y superior y dan un valor. Las
integrales indefinidas no tienen limites inferior ni superior y dan una

funcion.
Ya tenemos un montén de integrales indefinidas que podemos obtener

usando las reglas de derivacién que vimos antes:

(1) [kdz=kx+c

(2) [[F1f(z) + kag()] dz = ky [ f(z) dw + k2 [ g(x) da
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(3) [a"dx =

(4) f%dlen(\aﬂ)—kc
(5) [e*dx =
(6) [a®dx =2 +c (donde 1 # a > 0)

Ina

(7) [sen(z)dz =

(8) [cos(z)dx =

(9) [ sec(x)dz = In(|sec(z) + tg(x)]) +
(10) [ cosec(x) dz = In(|cosec(x) — cotan(z)|) + ¢
(11) [tg(x)dx = In(|sec(z)|) + ¢
(12) [ cotan(z) dz = In(|sen(z)|) +
(13) [ sec?(x)dz = tg(z) + c
(14) [ cosec?(x) dz = — cotan(x) + ¢
(15) [ sec(z)tg(x) dz = sec(x) + ¢
(16) [ cosec(x) cotan(z) dz = — cosec(x) + ¢
an [ ﬁ dx = arcsin(z) + ¢
(18) [ ﬁ dz = arcsec(|z|) + ¢
(19) [ 552 do = arctan(z) + ¢

. Pero a quién le importa? Nos importa porque nos da una forma mas
sencilla de calcular una integral definida.
Ejemplo 20.2 Evalda la siguiente expresién.

BB -

3

o] Ne)
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Problema 20.3 Intenta calcular la siguiente integral con un compa-

4
——dx
/1 Va3

nero.

Ejemplo 20.4 Probemos con un ejemplo un poco mas complicado.

s
Vamos a encontrar [ 3z% — e* + cos(z) d.

/3x2fem+cos(x) dx =

Entonces,

Jy 32 —e” +cos(z)dx =

=m3—e"+1

21. Coémo resolver integrales

21.1. Sustitucion

Ahora vamos a estudiar la regla de la cadena, pero para la inte-
gracién. Asi que supongamos que tenemos algunas integrales (indefini-
das) como: [(3x +2)7/°dz? E intentamos encontrar la antiderivada de
(3x +2)7/9.

Hasta ahora no hemos aprendido realmente una forma de abordar
algo asi, pero podemos usar las ideas de la regla de la cadena (y la de-

rivacién implicita) para resolverlo. Este método se llama «sustituciény.
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Lo que queremos es una integral mas facil de manejar. En nuestro
caso, queremos transformar nuestra integral en algo como [ u"/? du. ;Por
qué? jPorque ya sabemos cémo integrar esta funcion!

Asi que, si tomamos u = 3z + 2, entonces tenemos [ u"/? dz. Pero

ahora tenemos otro problema. ;Cudl crees que es el problema?

Bueno, jveamos si podemos resolverlo! Vamos a usar derivacién im-
plicita:
u=3x+2=

Por lo tanto

/(3x+2)7/9da: =

1
= g/uwgdu

_ 9 169
=36 ¢

3
= 1—6(3564-2)16/9 +c

iY eso es todo!

Entonces, ;qué hicimos?
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Problema 21.1 Con un compafero, encuentra las siguientes integra-
les: f:c(?xz - 8)16/7 dx. Hint: No te preocupes por la x que aparece
sola.

Pero recuerda que hacemos todo esto para encontrar integrales defi-

nidas. Entonces, ;qué pasa con eso?

Ejemplo 21.2 Encuentra la siguiente integral definida: f24 ig:; dx

Entonces,

iPero ahora tenemos un problema diferente!

Veamos las dos funciones juntas. La de arriba (azul) es la que tiene

la variable = y la de abajo (rojo) es la que tiene la variable w.
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1.4+
1.24
1.09
0.81
0.6

"] \

0.21

0.0

2.0 2:5 3.0 315 4.0

Entonces, jcomo resolvemos esto? Hacemos exactamente lo mismo

que hicimos con dzx.

Aqui estd la regla de sustitucion en todo su esplendor:
Teorema 21.3 (Regla de sustituciéon para una integral definida) Si
g (x) es una funcién continua en el intervalo [a,b] y si f(x) es una
funcion continua que tiene una antiderivada en el intervalo [g(a), g(b)],

entonces

b
/ Flg(@)g () de =

.Y por qué hay ¢'(x)? jDe la regla de la cadena!

u=g(r)= du=g(x)dr
du

= ——dz
g'(z)

y, por lo tanto, para poder cambiar f(g(z)) por f(u) siempre debemos

tener ¢'(z).
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Ejemplo 21.4 Probemos esto con una funcién un poco mas divertida

[ cotan(azx) dx para a € R.

21.2. Funciones pares e impares

Recuerda que una funcién es par si f(—z) = f(x) y es impar si

f(=z) = —f(x). Algunos ejemplos:

1
-3 -2 -1 2 3
-05
05
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2
-10 -5 5 10 zyzl\ z \2\_/5
-2

Teorema 21.5 (Propiedades de las funciones pares e impares) Si f1(x)
y fa(x) son funciones pares y g1(x) y go(x) son funciones impares, en-

tonces, siempre que las operaciones estén definidas, se cumple que:
(1) fi(@)f2(z) y g1(2)g2(x) son funciones
(2) fi(x)gi(x) es una funcién
(3) J2 filz)dw =

(4) [° g1(x)de=__
Ejemplo 21.6 Por ejemplo:

/ x?sen(x) — 27 + 2 cos(x) de =

21.3. Completar el cuadrado

Veamos las siguientes tres integrales:

1
 de=
/\/1—1‘2
/#dx_
zvzx? —1

1
— dr=
/1—|—x2 v

Todas tienen la formas: . Por lo tanto, buscaremos

una forma de transformar un polinomio az?+bx+c en un polinomio de la

forma +x2+1. A esto lo llamamos:

Esto consiste en transformar nuestro polinomio de la siguiente manera:
9 5 b c
ax+br+c=alx°+ —x+ —
a a

(2 (- i2)

Pero, sinceramente, es demasiado dificil memorizar esta formula. Lo
2 . . 7’ . 2
tnico que realmente necesitamos recordar es como elegir 4’]?. Y para eso

es mas facil empezar con un ejemplo muy sencillo:
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Ejemplo 21.7
2 4+ bx

Aqui ya sabemos que a = 1y ¢ = 0, pero, como dije, por ahora no vamos

a tener eso en cuenta. Queremos transformar 2+ bz en «un cuadradoy.
Por lo tanto, haremos lo contrario. Supongamos que tenemos:

(x+d)? =

Y en la otra direccion, necesitamos dividir b entre 2, lo que nos da:

% + bz =

Ejemplo 21.8 Probemos con algunos ejemplos concretos:
22 + 8z =2 +8x 44> — 42 = (x4 4)° — 42

22— Tr =

222 + 4o =

3z% — 5z

22 fdr—1=

;Por qué hacemos esto? Para poder resolver las integrales que plan-

teamos al principio de la seccion.

T+ 2
V=222 — 122 — 10

dzr
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21.4.

El area de una region plana

Supongamos que queremos encontrar el drea de una regién como la

de un cuadrado

w

w

]

n

=)

4

i

-

n

o

[

)
n

Queremos usar la integracién para encontrar el area. De antes en el

1 . . .
curso, sabemos que f_l 2dx nos da el area. Pero jqué podemos hacer si

cambiamos el tamano de nuestro cuadrado?

w

N

e

=)

4

a

a

n

=)

4 LoYOLA
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Podemos verlo como el area de la funcién de arriba menos el area de

la funcién de abajo. En otras palabras

Ja@-y)de =

Pero eso fue demasiado facil. Asi que probemos con uno un poco mas
dificil.

Ejemplo 21.9 ;Cudl es el area entre las dos curvas?

La funcion e® + 1 estd en azul y la funcién ze® — 1 esta en rojo.

Vamos a hacer lo mismo. Encontraremos el drea bajo la curva supe-

rior y restaremos el area bajo la curva inferior.
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Por lo tanto, tenemos

fil e"dr = er|1,1 - 61 —6_1
f_lxe(m)dm =
=0

Por lo tanto, el 4rea es e! — e~ + 4.

Ejemplo 21.10 Veamos otro ejemplo

—-z? 4z 41
=2z +422 -2

Por lo tanto, en azul tenemos x> —4x+1 y en rojo tenemos 2z*+4x2 —
2. Si queremos el area de la region central, primero debemos encontrar

dénde se intersecan estas dos curvas.

Se intersecan cuando

Por lo tanto, debemos encontrar las raices de 2% — 3 + 422 + 42 — 3.

Entonces, debemos usar el

: p/q es una raiz del polinomio ag+a1z+. .. +a,z™ si plag y
gqlan. Por lo tanto, sabemos que las raices necesitan estar en el conjunto:
3 41
{£3,+1,4+3,+1}.
Si miramos la figura, obtenemos algunas pistas. Asi que comproba-

remos si —1 y % son raices.

Siz=-1 =
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Por lo tanto

Siz=- =

DN =

Por lo tanto

Asi que ya podemos encontrar el drea. Pero debemos saber qué fun-

cién estd por encima de la otra. Vemos que la azul estd arriba, asi que

fi (28 =4z +1) — (20" +42% - 2) dz = fi 2% + 2% — 422 — 4z + 3dx f%l —2z*

1233
320

Ejemplo 21.11 Un dltimo ejemplo. Si queremos el area de las dos

regiones siguientes:
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21.5. Integracién por partes

Supongamos que f(z) = uy g(z) = v. Entonces d(uv) = f(z)g'(x)+
g(x)f'(z) = udv 4+ vdu. Por lo tanto, podemos escribir fab d(uv) =
f; udv + f; vdu. Esto nos dice que:

La versién indefinida viene dada por:
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La integracién usando la propiedad anterior es una integracion por
partes. Hagamos algunos ejemplos.
Ejemplos 21.12 (1) [(e”)*dz =7

(2) [xcos(z)dx =

(3) [a?sen(z)dx =
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(4) [e®sen(z)dr =

Algunas pistas: Supongamos que tenemos [ f(z)g(z)dz. Si f(z) es
un polinomio, siempre conviene probar con u = f(z) y dv = g(z)dx. Si
f(x) es una funcién expunoncial y g(z) una funcién trigonométrica, da
igual cudl elijamos para u y cudl para dv.

Ayuda para memorizar

L

E

Integracién de funciones trigonométricas

A veces debemos usar identidades trigonométricas para ayudarnos a
resolver la integral. Aqui tienes una lista de identidades que te pueden

ayudar:

(1) sen?(z) + cos?(z) = __
(2) 1+tg*(x) =
(3) 1+ cot?(z) =

(4) sen(z)cos(y) = % (sen(z — y) + sen(z + y))
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(5) sen(z)sen(y) = % (cos(z — y) — cos(z + y))
(6) cos(z) cos(y) = 5 (cos(z — y) + cos(x + y))

(7) sen(zty) =

(8) cos(zty) =

Podemos usar esta lista para obtener identidades mas sencillas:

(1) sen?(x) =

(2) cos?(z) =

(3) sen(2z) =

{,Cémo nos ayuda esto?
Ejemplo 21.13 Intenta resolver la integral: [ sen(32z) cos(3501z) dz.

iUsamos integracién por partes!

u = sen(32x) dv = cos(3501z) dx
sen(3501x)

d = 2 =
u = cos(32x) v 3501

/sen(32x) cos(3501x) dx =

iTenemos el mismo problema! No ha cambiado nada. ® Por lo tanto,

usaremos una identidad trigonométrica.

sen(32x) cos(3501x)

/sen(32x) cos(3501x) dx =

—cos(—3469z)  — cos(3533zx)

2. —3469 23533
_cos(—3469x) = —cos(3533x)
6938 7066

Integrales de la forma [ sen™(z)cos™(z)dx

Supongamos que tenemos una integral de la forma: [ sen™(z) cos™(z) dz.

Hay distintos métodos segin los valores de m y n.

(1) Si m y n son impares, tenemos una forma de resolverla. Suponga-
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mos que m = 2k + 1. jPodemos usar integracién por sustitucion!

u = cos(z) du = —sen(z) dz
/senm(x) cos™(x) dx = /sen%ﬂ(x)un_sjg(x)

=— / sen®” (z)u"du

- / (sen?(z))*u"du
S /(1 — cos?(z))Pu"du
= /(1 —u?) " du

Por lo tanto, probemos con un ejemplo concreto: [ cos®(z) sen?(x) da.

Tenemos 5 =2 -2+ 1, jque es impar!

u = sen(x) du = cos(x) dx

/ cos” () sen?(z) dar =

z/(cosz(ac))Quzdu

:/(1—u2)2u2du

= /u2 —2ut + u8du

z/u2du—2/u4du—|—/u6du

B B 7
= — — 2— —_

3 5 + 7 +c

sen®(x)  2sen’(x) sen”(w)
T3 5 7 ¢
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Y ahora, algo més dificil: [ sen®(z)cos=*/7)(z) dx

(2) Sim y n son pares y no negativos. Usaremos las tres propiedades

que vimos antes:

a) sen?(x) = 71_6025(2@

b) cos?(z) = 7”0025(2””)

¢) sen(2zx) = 2sen(x) cos(x)

Con estas formulas podemos hacer manipulaciones para reducir el
grado.

Ejemplo 21.14 Hacemos un ejemplo: [ sen?(x) cos®(x) dx

[ sent(z) cos?(z) dz =

=z _ Ser%(fx) + ¢ — % [sen?(2x) cos(2z) dw
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Por lo tanto, debemos resolver [ sen?(2z) cos(2z) dx

u = sen(2x) du = 2 cos(2z) dx

Por lo tanto, tenemos

21.6. Secantes, cosecantes, tangentes y cotangentes!

Empecemos con [ tg"(az)dz, donde n > 1. En general, tenemos

/tg”(am) dx = /th(a:c)tg”ﬂ(am) dz

— / sec?(ax) tg" 2 (ax) dx — / tg" *(ax) dx

Esta integral no parece mas facil que la anterior. Por lo tanto, in-
tentemos usar uno de los métodos que ya hemos visto en este cur-

SO: . Empecemos con

. Establece u = , entonces du =
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De donde

/secg(a;v) tg" 2 (ax) dx —/

Entonces

/ tg™(ax) dx =

tgn—Q

(ax) dx

~an—-1)

tg" ! (ax)

+c— /‘cg’“2

(ax) dx

ilo cual es mucho mejor!

Ejemplo 21.15 Vedmoslo con un ejemplo: [ tg®(2z) dx.
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Podemos usar una técnica similar para la secante: [ sec”(az) dz.

Ejemplo 21.16 Resolvamos [ sec®(z) dz

Este método no funciona cuando n es par. Si n es impar, debemos usar

la férmula de integracion por partes.

21.7. Integracién por sustitucién trigonométrica

La idea ahora es encontrar una forma de integrar expresiones de

la forma: . Por el momento, ninguno de los
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métodos que hemos visto nos da una forma sencilla de resolverla. Pero
podemos usar identidades trigonométricas para resolverlas.

Ejemplo 21.17 Si tenemos [ Va2 — x2 dx usaremos el hecho de que
sen(z)? + cos(x)? = 1 para resolver la integral. ;Cémo nos ayuda esto?

iPorque podemos manipular la férmula!

En particular, cos(x)? = 1 — sen(z)?, por lo tanto, si reemplazamos x

por obtendremos algo més sencillo.

Va2 — z? —

Al derivar, obtenemos dz = ! Por lo tanto, [ Va? — 22 dx =
[ a®cos?(0) db.

Y a partir de aqui ya sabemos cémo hacerlo:

/\/ a? — x2dr = /a2 cos?(6) df

iPERO! Ahora tenemos otro problema. Queremos la férmula en términos
de z. Por lo tanto, debemos encontrar el valor de 0 y sen(26) en términos

de z.

Siz = asen(f) entonces arcsin(2) = 6. Para sen 20 tenemos sen(26) =

2sen(#) cos(). Usando el tridngulo:

a2 — 12
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tenemos sen(f) = y cos

(0) = LT Va7

. Por lo tanto,
a? 1
va?—z?2dx = 50 + 3 sen(20) + ¢

iPero tenemos muchas identidades que podemos usar para ayudarnos!
sen(x)? + cos(z)? = 1 1+ tg(z)? = sec(z)?

Para cada caso usamos una sustituciéon diferente:

a_fL'Q xr = 06[—g’g]

a2+.’L'2 xTr = 06]_%’%[

x2 — g2 T = AS [O,g[ cuando z > a
elg,m]

Hagamos algunos ejemplos.

2\ —3/2
Ejemplos 21.18 (1) [ (25 + (z —3) ) dz

La expresion 25 + (z — 3)

2
usar r =

es como 1 + xQ, por lo tanto vamos a
como sustitucién.

(2) fz\/29:12716 da

Supongamos que 2z > 4 y que

4 LoYOLA
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21.8. Integracion de expresiones que contienen fun-

ciones cuadraticas

Ya tenemos todas las herramientas necesarias para integrar funciones

que contienen ax? 4+ bx + c.

Recuerda cémo completar el cuadrado.

ar? +bx +c=

() (-0)

A partir de aqui podemos usar los métodos anteriores para encontrar la

integral.
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Ejemplo 21.19 Hacemos un ejemplo: [ ﬁ dx.

22— 6r+14 =

1
/—da::
Va2 —6x+ 14

=

B V5sec?(0)

a 5tg2(0) + 5

_ V5sec?(6) "
VBV/tg?(0) +1

_ sec?() 40
V/sec2(0)

= / sec(6) do

(a3 a3
V5 V5

)+

21.9. Integraciéon de funciones racionales por des-

composicion en fracciones simples

Si nuestra integral contiene una fraccién cuyo numerador y deno-
minador son polinomios, a veces resulta tutil usar la descomposicién en
fracciones simples. Veamos esto en un ejemplo.

Ejemplo 21.20 Dado fwdx

x3—z2—z+1
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Capitulo 6

Sucesiones y series de

funciones

22. Swucesiones de funciones

En la Seccién 5 estudiamos sucesiones de ntimeros, pero ;qué sucede
si consideramos sucesiones de funciones? Algunas cosas se vuelven mas
complicadas, jpero muchas otras tienden a ser practicamente iguales!
Este es un buen momento para volver atras y repasar Capitulo 2, ya que

haremos muchas cosas similares.

22.1. Definiciones

Definicién 22.1 Una sucesion de funciones es una sucesion {f,} en
A tal que cada f, es una funcién f, : A — R, donde A C R.
Ejemplo 22.2 Las siguientes son sucesiones de funciones:

z2‘n,

(1) {fu} donde fu(x) = 125,
(2) {gn} donde g,(x) = ZZ:O %T

(3) Haz tu propio ejemplo:

22.2. Cotas

Definiciéon 22.3 Se dice que una sucesion { f,,} de funciones en A C R
es puntualmente acotada si la sucesién {f,(x)} es acotada para cada
x € A. Es decir, para cada x € A, existe un nimero M (z) tal que
[fn(@)| < M().

Una sucesién { f,, } de funciones en A C R es uniformemente acotada

si existe M tal que:

[fon(@) <M VreAyneN
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Definicién 22.4 Se dice que una sucesién {f,} de funciones en A C
R es mondtona creciente (resp. decreciente) si fp,(z) < fni1(z) (resp.
fn(x) > fus1(x)) para todo x € Ay todo n € N.

22.3. Convergencia y limites

Como hicimos, queremos saber si estas sucesiones convergen y, si con-
vergen, cudles son sus limites. Dado que son funciones, hay dos maneras
diferentes de definir «converger» que se parecen, pero que mo son las
mismas.

Definiciéon 22.5 Dado x € A C R, se dice que la sucesién de funciones
{fn} en A C R converge puntualmente en x si la sucesién de niimeros
reales {f,(x)} es convergente. Se denomina f(z) el lfmite puntual de la

sucesién {f,}. Es decir:

flz)= x € A

Definiciéon 22.6 El conjunto C' de todos los puntos z € A C R tal que
{fn} sea convergente puntualmente en x se llama el conjunto de puntos

de convergencia puntual.

C:

Definicién 22.7 Sea {f,} una sucesién de funciones, se dice que la
sucesion es uniformemente convergente en X si existe una funcién f :
X — R tal que:

Ve >0,3IN € Ntal que Vn > N y Vo € X, |fn(z) — f(2)] <e.

Proposicion 22.8 Sea {f,} una sucesion de funciones que tienen el
conjunto de puntos de convergencia puntual C. Para cada n € N se
define:

my, = sup{|fn(z) — f(z)| | =€ C}

Son equivalentes los siguientes asertos:
(1) La sucesion {fn} converge uniformemente en C hacia f,

(2) Eziste un N € N tal que m,, € R para cada n > N y la sucesion

{mn} converge hacia 0.

Teorema 22.9 (Teorema del limite uniforme) Sean X C A C R y
{fn} una sucesién de funciones en A que converge uniformemente en X
hacia la funcion f. Si f, es continua para cada n € N, entonces f es

continua.
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Ejemplo 22.10 Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la

sucesién de funciones:

folz) =2", 2 €10,1]

Ejemplo 22.11 Estudiar la convergencia puntual y uniforme de la

sucesion de funciones:

folz)=2" x € [O, ﬂ
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23. Series de funciones

Dada una sucesién de funciones {f,} en A C R, podemos considerar

la sucesién {S,} de sumas parciales definida por
Sn=> fr VYneN.
k=1

es decir,,

Sn(x):ifk(ac) Ve e A, VneN
k=1

Definicién 23.1 Entonces la serie S(z) = Y ;- | fi(z) converge pun-
tualmente/uniformemente hacia la funcién S : A — R si {S,,} converge
(puntualmente/uniformemente) hacia {S}. Decimos que S = ) f,, es
una serie de funciones.

La sucesién {f,} es el término general de la serie ) f, y la suma
Sy, es la n-ésima suma parcial de la serie ) f, con sucesion de sumas

parciales {S,}.

23.1. Convergencia

La serie de funciones > f,, converge en un punto z € A cuando

la sucesién de sumas parciales {S,(z)} converge. Esto es equivalente a
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decir que la serie de nimeros reales > f,,(x) sea convergente.
Definicién 23.2 Sea C' C A no vacioy f : C — R, entonces la serie
>~ fn converge puntualmente en C, cuando la serie numérica ) fn(x)
converge, con limite puntual f(z).

f(z) = lim S,(x)

n—oo

con funcién suma de la serie:

F=> fal@)
n=1

Ejemplo 23.3 Dado a > 0, para cada n € N se define u,, : [0,00) = R

por:
«

un(z) = 1+ n2x?
Probar que la serie de funciones Y | u, () converge puntualmente en

[0, 00) para cualquier valor de a.

De la teoria general de series numéricas convergentes se deduce que, si
una serie de funciones es puntualmente convergente, entonces el término
general ha de converger puntualmente hacia 0.

Definicién 23.4 La serie ) f, converge uniformemente en C C A
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cuando

Ve > 0, dm € N tal que n > m implica <e Vrxel

fl@) =) fulx)

k=1

Es decir, la serie es uniformemente convergente cuando la sucesion de
sumas parciales es uniformemente convergente.

Corolario 23.5 Una condicion necesaria para que una serie de fun-
ciones Yy fn sea uniformemente convergente en un conjunto A es que la
sucesion de funciones {f.} converja uniformemente a 0 en A.
Definicién 23.6 Dada una serie de funciones Y f,, en un conjunto X,
si la serie Y |fn| es puntualmente convergente en X se dice que la serie
original es absolutamente convergente (de forma puntual) en X.
Corolario 23.7 Todas las series absolutamente convergentes son con-
vergentes puntualmente. Toda serie absolutamente convergente es pun-
tualmente convergente.

Definicién 23.8 El conjunto de puntos de convergencia absoluta de la

serie de funciones > f,, es el conjunto

D= {m €A | Z|fn(x)| es Convergente}

Definicién 23.9 Sea > f,, una serie de funciones en un conjunto X.
Se dice que la serie converge normalmente en X si existe una serie con-
vergente de niimeros reales no negativos Y m,, tal que para todo n € N
se tiene que:

[fr(z)] < my, Vo e X.

Teorema 23.10 (Prueba M de Weierstrass) — Sea Y, fn una serie de
funciones y A un conjunto tal que para todo x € A yn € N se tiene que
|fn(2)] < My, donde la serie ), M, es convergente. Entonces ) fn
converge uniformemente y absolutamente en A.

Ejemplo 23.11 Demostrar que converge uniformemente en R la serie

Z ser; (x)

n=1

de funciones:

N

Ejemplo 23.12 ;La siguiente suma converge? Y si converge, ja cudl
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valor converge?

i -
2\n
— (1+a?)

23.2. Series de potencias

Definicién 23.13 Una serie de funciones con la siguiente forma se
denomina una serie de potencias centrada en x = c.
o0
2 3
E an(z—c)" =apt+ar1(x —c)+az(x—c)* +az(x—c)” +...

n=0

donde a,, es una funcién de n y ¢ € R.

Ejemplo 23.14 Aqui hay algunos ejemplos:
(1) Y,
(2) ©32y 5
(3) 20 \/ilTl (x—2)

(4) Haz tu propio ejemplo:

Si observamos el primer ejemplo, podemos ver que si || < 1, entonces

la serie , ¥ si|z| > 1, entonces la serie
STEA TR NS
—~\4) itete T
D@ =1+2+42242° 4.
=0

Entonces, podemos ver que, dependiendo de nuestra eleccién de z, la
serie puede divergir o converger. El conjunto I de todos los puntos z tales
que la serie de potencias converge se denomina intervalo de convergencia.

Toda serie de potencias tiene al menos un punto en el que converge, ya
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que si ¢ = ¢, entonces (x — ¢) = 0 y nuestra serie de potencias es igual
a —_

Observa que, cuando x = 1, no sabemos si converge o no. Este punto
se denomina radio de convergencia. Lo definimos de la siguiente manera:

Definicion 23.15 El radio de convergencia es el nimero r € R tal que
(1) Sila serie converge tnicamente para x = ¢, entonces r = 0.

(2) Si la serie converge para todo x tal que |z — ¢| < r y diverge para

|z —c| >r.
(3) Si la serie converge para todos los valores de z, entonces r = oco.

El intervalo de convergencia es, por tanto, el intervalo formado por

todos los puntos donde converge la serie de potencias.

Teorema 23.16 Dada una serie de potencias Y a;(xz — c)t, el radio

de convergencia viene dado por r = limnﬁm‘aail‘ cuando este limite
eriste o es igual a co.
Ejemplo 23.17 Hallar el radio de convergencia y el intervalo de con-

vergencia de
(oo}

> o(@" +4m)z"

n=1

Definicién 23.18 Sean I un intervalo abierto en R y f una funcién
real definida en I. Se dice que f es analitica en un punto xy € I si existen

un ndmero § > 0 tal que (zg — 0, z9 + 0) C I, y una serie de potencias
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Yon o an(® — x0)™ convergente en (zo — 6,29 + ), tales que:
) = S el — ) € (ro— bt
n=0

Es decir, que la serie de potencias converge en xy y que coincide con la

funcién f en dicho punto.

23.3. Series de Taylor y Maclaurin

Podemos convertir funciones en series de potencias para poder inte-
grarlas mas facilmente. Hacemos esto utilizando algo llamado serie de
Taylor. Pero primero necesitamos un teorema.

Teorema 23.19 Si la serie de potencias Y. a;(x — ) tiene radio de
convergencia r > 0, entonces la funcion definida por f(z) =" ai(x—c)*
es derivable e integrable en el intervalo abierto (¢ — r,c+ 1), i.e., [ es

analitica en c. Ademds

fa) =

[ o=

El radio de convergencia de estas dos nuevas series de potencias también

es igual a r.

Ahora hagamos algo un poco extrafio. ;Qué sucede si seguimos to-

mando derivadas?

fa@) =S aile—of = flo) =
1=0

f'(@) = iaie =)'t = f(e) =
fla)=3 ii—l-afe—o) = f"(c) =
=2

o0

frla)y=>ivi—1-i=2-aix—c) = f"(c) =

=3

f(4)(a:)zii-i—l-i—2~i—3-ai(a:—c)i_4:>f"(c):

=4

Entonces podemos sustituir cada a; en la suma de f(z) por la deri-

vada correspondiente:

fz) =
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Llamamos a esta serie la serie de Taylor centrada en c. Si ¢ = 0, esta

serie también se conoce a veces como la serie de Maclaurin.

Ejemplo 23.20 Hacemos ejemplo usando f(z) = e*.

;,Cudl es el radio de convergencia?

Aqui tenemos mas series de Taylor centradas en ¢ = 0.

oo 1" n
(1) sen(z) =3, %xz 1z eR,

(2) cos(z) =307, %x% z €R,

(3) In(1+2) =32, E g e (=1,1)

n=1 n
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Apéndice A

Conjuntos numéricos

1. Conjuntos

1.1. Definicién

Definicién 1.1 Un conjunto es una coleccién, bien definida, de ele-
mentos. «Bien definida» quiere decir que existe una regla de pertenencia
inequivoca.

Ejemplo 1.2

= El conjunto de gente alta no es un conjunto.
= El conjunto de gente de més de 1,5m de altura si es un conjunto.

Los elementos que forman un conjunto pueden ser ntmeros, letras,

nombres, peliculas, memorias, etc.

1.2. Notacién

Un conjunto estd escrito usando las llaves {}’, separando cada ele-
mento del conjunto con una coma. El nombre de un conjunto suele ser
expresado con una letra mayuscula, y los elementos que forman el con-
junto con letras mintsculas.

Ejemplo 1.3 w A=1{1,4,7,9}

. B:{x7y7z}

» C = {Victor, Leticia, Juan, Cristina}
Para la definicién correcta de un conjunto y sus elementos, formali-
zamos todo.
Definicién 1.4 Si un elemento a pertenece a un conjunto A, lo escri-
bimos asi:
a€A
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O en el caso contrario (a no partenece a A), escribimos:
ag A
Se puede definir un conjunto con una sucesién de elementos, o bien
con una regla.
Ejemplo 1.5
A={z | z es una vocal}
A={a,e,i,0,u}
B={z|z€Z 1<z<4}

B={1,2,3,4}

donde « | » se lee como «tal que».

2. Conjuntos notables
Los conjuntos numéricos mas notables son:
Conjunto vacio @ (también escrito {} )
Numeros naturales N={1,23,4,5,...}
Nuameros enteros Z = {...,—3,—-2,—-1,0,1,2,3, ...}
Numeros racionales Q = {% | peZyq# 0}
Ntmeros reales R
Ntmeros complejos C = {z +iy | z,y € R} (i*=-1)
Conjunto universal U
Cada uno de estos conjuntos notables tiene propiedades importantes que

estdn usados exhaustivamente en matematicas para desarrollar demos-

traciones y razonar argumentos.

3. Representacion grafica

Definiciéon 3.1 Un diagrama de Venn es una grafica para visualizar

conjuntos y las interacciones entre ellos.
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Figura A.1: Diagrama de Venn

Ejemplo 3.2 Si consideramos los conjuntos A = {1,2,3} y B =
{3,4,5}, su diagrama de Venn serfa:

U

Figura A.2: Ejemplo de diagrama de Venn

donde el elemento compartido, 3, aparece en la interseccién de los

dos conjuntos.

sads Universidad
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4. Subconjuntos

Definicién 4.1 Sean A y B, dos conjuntos. Decimos que A es un
subconjunto de B, escrito como A C B, si todos los elementos de A
pertenecen a B. Es decir, si x € A entonces x € B. El diagrama de Venn

seria:

U

Figura A.3: Ejemplo de subconjuntos

Los conjuntos numéricos notables comparten elementos, y pueden ser

definidos como subconjuntos entre ellos.

%]

N

NCZ

N

Q

N
s
N
(@]

5. Operaciones

La interaccién entre varios conjuntos esta definida con operaciones.

5.1. Interseccién

Definicién 5.1 La interseccion de dos conjuntos A y B es el conjunto

de todos los elementos que pertenecen en ambos conjuntos. Lo notamos:

ANB={z | x€ Ay z € B}

U

Figura A.4: Interseccion: AN B
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5.2. Union

Definicién 5.2 La union entre dos conjuntos A y B es el conjunto de
todos los elementos que pertenecen en al menos uno de los dos conjuntos.

Lo notamos:
AUB={x | r€ Aoz € B}

U

Figura A.5: Unién: AU B

5.3. Diferencia

Definicién 5.3 La diferencia entre dos conjuntos A y B es el conjunto

de todos los elementos de A restando los elementos de B.

A-B={z | x€ A, ¢ B}

U

Figura A.6: Diferencia: A — B

5.4. Diferencia simétrica

Definicién 5.4 La diferencia simétrica entre dos conjuntos A y B
es el conjunto de todos los elementos que pertenecen a cada uno de los

conjuntos, pero no a ambos a la vez.

AAB={x | (xr€A,x¢B)o (zreB,z¢A)}=(A-B)U(B—-A)

¥ LovoLa Pagina 171

Wikipedia: diferencia simétrica


https://es.wikipedia.org/wiki/Diferencia_simétrica

Dr. Aram Dermenjian Célculo I

U

Figura A.7: Diferencia simétrica: A /A B

5.5. Complementario

Definicién 5.5 Sea A un subconjunto de otro conjunto B, A C B. El
complementario de A es el conjunto de todos los elementos que pertencen

en B pero no en A.

A={z | 2¢A}=B-A

@ Solo podemos definir el complemento si A es un subconjunto de

otro conjunto B.

Figura A.8: Complementario: A

6. Propiedades

Sea A y B conjuntos y U conjunto universal. Propiedad de idem-

potencia:
ANA=A AUA=A

Propiedad conmutativa:

ANB=BNA AUB=BUA AAB=BAA
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Propiedad asociativa:

(ANnB)NC=An(BNQC),
(AUB)UC =AU (BUCQ),
(AAB)AC=AA(BAC).

Propiedad absorcién:
AN(AUB)=A AU(ANB)=A

Propiedad Distributiva:

|
=
N
A

Ley de involucién:

A=A
Leyes de De Morgan:
AuB=ANnB
ANB=AUB

AUA=U ANA=9
o=U U=2
Leyes adicionales:
Aug=A AUA=A Auld=U
ANg =9 ANA=o ANnU=A
AN =A AN AD ANU=A

7. Cardinal

Definicién 7.1 El cardinal de un conjunto A, escrito |A|, es el ndmero

de elementos en A.

Ejemplo 7.2 Consideremos el conjunto A = {a,b,c,d}. Entonces,
|A| = 4.
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8. Conjunto potencia

Definicién 8.1 El conjunto potencia de un conjunto A, escrito P(A),

es el conjunto de todos los subconjuntos de A.
P(A)={B | BC A}

Ejemplo 8.2 Consideremos el conjunto A = {1,2,3}.

El conjunto de potencia de A es:
P(A) =

Teniendo en cuenta que todo elemento pertenzca en un subconjunto
0 no, entonces:
P(a)] =241

9. Producto cartesiano

9.1. Definicion

Definicién 9.1 Sean A y B conjuntos. El conjunto formado por todos
los pares ordenados de primera componente en A y segunda componente

en B se le llama producto cartesiano de A y B y se denota:
AxB={(z,y) | z€ A,y € B}

Ejemplo 9.2 Dados los conjuntos A = {1,2,3}, B = {a, b}, el produc-

to cartesiano de Ay B es:

Ax B =

9.2. Propiedades

Conjunto vacio:
AXT=0xA=0
No es conmutativa:
AxB#BxA
No es asociativa:

Ax (BxC)# (AxB)xC
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Cardinal:
|A1 X ... X Ap| = |A1] - ... - |An|
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Apéndice B

Descomposicion en

fracciones simples

. .z s s P(x)
Si tenemos una fraccién de dos polinomios O(z)» & Veces queremos

descomponer la fraccién en una suma de fracciones mas sencillas cuyo

denominador sea lineal o cuadratico. Lo hacemos de la siguiente manera.

10. Factorizar

El primero paso que hacemos es factorizar Q(x) en polinomios

lineales y cuadraticos. En otras palabras,

Q) =

Mejor verlo con un ejemplo.
Ejemplo 10.1 Dado

Q(z) = 22° + 52 — 122° — 142% 4 34z — 15.

Debemos usar el
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Tenemos —15 = ag y 2 = a,. Por lo tanto, p/q puede ser:

. Probemos con el méas sen-

cillo: 1.

Entonces, probemos con 1 una vez maés.

Q1)=1:2+9+4-15=01:2+9+4—15=0.

Pero, a partir de aqui, es evidente que 1 (ni ningtin nimero positivo) fun-
cionara, porque siempre obtendremos algo estrictamente positivo. Por lo

tanto, probemos con —1.

Q(-1)=-1:2—-11+15=6-1:2—-11+15=6.

iNo! Probemos con —3.

Qx) = (x —1)3(x+3) (22 +5)

11. Decompose

El segundo paso es descomponer nuestro cociente con respecto al

denominador.

Plz) A Ay A,

(az + b)" ax+b+(aw+b)2+”'+(ax+b)”
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P(x) All‘ + Bl AQZ' + B2 Anx + Bn

(ax? +bx+c)"  ax?+br +c (ax2+bm+c)2+”' (az? + bz + )"

Si tenemos varias, las sumamos.

P(x) A B

(ax +b)(cx +d) ax+b+cx+d

P(x)
225 +5x4 —12x3 —1422+34x—15"

Ejemplos 11.1 (1) En nuestro ejemplo:

P(z) A, B C ., D E
(x—1)3(x+3)(2r+5) 2+3 20+5 -1 (z—1)2 (z—1)3

P(x)
2) ey

P(z)
(3) w2(x+1)3(z—%)(w2+1)3(:v2+2x+8)'

El tercer paso es encontrar los variables majusculos. Pero, ;cémo
encontramos los variables majusculos? Si no tenemos poderes, es facil:

Ejemplo 11.2 ;(2;"_*1‘3) =

122+ 3 =

Si = Oentonces

Si x = lentonces

Alors A = et B= . Donc
120+3
r(r—1)

4 LoYOLA
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. 22215243 _ _A B
Ejemplo 11.3 m =zt 3

222 — 1524+ 3 = A(x 4+ 3) + Bz — 1)

Si x = lentonces

Si © = —3entonces
Entonces, A = et B = lo que nos da
222 — 152+ 3 B
(x—1)(x+3)

Probemos con algunos ejemplos mas complicados.
Ejemplo 11.4

x2+m

(x+1)3

Empezando de manera similar:

x2+x:

C=_

Pero jno sabemos qué valor de x sustituir para encontrar A y B! Asi que

vamos a desarrollar y comparar los coeficientes de ambos lados.

24+ x=A2>+24x+A+Bx+B-1

Entonces,
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Ejemplo 11.5 Y si hacemos un ejemplo en el que el denominador

tenga mas de un término y ademaés haya potencias?

22+ .
22(x+1)3

Sustituyendo 0 y —1 obtenemos:

x2+x:

B=__
E=_

Para A, C'y D, hacemos lo mismo que antes.

22+ 2= Ax(z +1)° + Cz?(x 4+ 1)* + Dz?(x + 1)
= Az* + 3A2% + 342 + Az + Cx* + 202> + C2® + D2® + Da?

Entonces,
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Ejemplo 11.6 Empecemos con el ejemplo del principio:

22t + 2% 4+ 17z — 20
(x —1)3(x+3)(2x +5)
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funcién cibica, 5 preimagen, 3

funcién definida a trozos, 6

funcién exponencial, 12 radio de convergencia, 164

funcién inversa, 11 rango, 3

funcién lineal. 4 regla de la cadena, 98

funcién piso, 7 regla del cociente, 96
)

funcién racional, 5 regla del producto, 95

funcién techo, 7 regular, 124

Functio
unction segunda derivada, 87

discontinua, 75

serie
grado 1, 5 alternada, 47
aritmético-geométrica, 42

imagen, 3 armonica, 40
integrable en el sentido de convergente, 36

Riemann, 126 divergente, 37
integracién por partes, 144 oscilante, 37
integral indefinida, 130 p, 41
integrando, 127 potencias, 163
intervalo abierto, 10 telescopica, 41
intervalo cerrado, 10 serie de funciones, 160
intervalo de convergencia, 164 serie de Maclaurin, 166
inyectiva, 7 serie de Taylor, 166

. . serie infinita, 35
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. series
logaritmo natural, 13 thrica. 30
eométrica,
longitud de un intervalo, 125 &

limite, 60
puntual, 158

sobreyectiva, 7
subconjunto, 170

L, sucesion
sucesion, 29 )
e . . ., creciente, 26
limite inferior de integracién, )
decreciente, 26

127
limite superior de integracién, divergente, 30
127 estrictamente creciente, 26
estrictamente decreciente,
mondtona, 10, 26 26
méximo local, 106 Fibonacci, 20
minimo local, 106 funciones, 157
mondtona, 26
numero critico, 107 nula, 38

operaciones, 170 oscilante, 30

recurrente, 20

particién, 124 sucesion de ntmeros reales, 19

pertenece, 167 suma de Riemann, 125

polinomio, 5 suma del punto medio, 126
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suma parcial, 36, 160
suma por la derecha, 126
suma por la izquierda, 126

supremo, 25

teorema del valor medio de
Cauchy, 111

teorema del valor medio de
Lagrange, 111

teorema del valor medio
extendido, 111

tercera derivada, 87

término general, 160

valor extremo, 106

valor maximo absoluto, 105
valor minimo absoluto, 105
variable de integracion, 127

variable independiente, 127

indice, 19

infimo, 25
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