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Motivation

» Etudier les espaces topologiques construits a partir de
simplexes.

» Un simplexe est une généralisation n-dimensionnelle
d’'un triangle.

» Un espace construit en agencant des simplexes est un
complexe simplicial.

» On s’intéresse aux propriétés des complexes simpliciaux
qui sont préservées par les fonctions continues.
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que
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Introduction a ’homologie simpliciale



Préambule
0e0

Préalable : topologie dans RY

Soit U< RN et V<R,
Définition
f: U— Vest continue en x si pour tout € > 0, il existe § > 0 tel

que
lx=yl <6 = Ifx)-fWl<e.

A\

La notation ||x|| désigne la norme euclidienne de x a la fois
dans RY et dans RM,
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appelée homéomorphisme.
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Topologie dans RY, suite

Une fonction continue, inversible et d’inverse continue est
appelée homéomorphisme.

» Une propriété topologique est une propriété qui est
préservée par les homéomorphismes.

» On veut connaitre les propriétés topologiques des
complexes simpliciaux.

» On va définir une famille d’invariants topologiques
appelés groupes d’homologies.
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La notion de simplexe

Définition
Soit {1y, ..., vy} <RN. Le simplexe o engendré par {vy,..., v}
est ’ensemble

l)o...UnZ{ZtiU,‘:t,‘Z()et Zti: 1}.
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La notion de simplexe

Définition
Soit {1y, ..., vy} <RN. Le simplexe o engendré par {vy,..., v}
est’ensemble

vo...vn:{Ztiv,-:tiEOet ZtiZI}.
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Remarques sur la définition

» On demande que {v; — wv,..., v, — 1y} soit linéairement
indépendant dans R".
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(o] Jelelelele}

Remarques sur la définition

» On demande que {v; — wv,..., v, — 1y} soit linéairement
indépendant dans R".

» Sous cette condition, {1y, ..., v,} est'unique ensemble
qui engendre 0.

» On dit que o est un simplexe de dimension 7, ou
n-simplexe.

» On peut vérifier que notre définition est la bonne en
regardant n=0,1,2,3.
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Faces d'un simplexe

Soit 0 = 1y ... v, un simplexe.
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Faces d'un simplexe

Soit 0 = 1y ... v, un simplexe.

» Tout sous-ensemble de {1, ..., v,;} engendre un simplexe

o',

» Ces simplexes sont appelés les faces de o.
» Les 0-faces de o sont appelées sommets.

Introduction a '’homologie simpliciale



Complexes simpliciaux

[ee]e] lelele}

Complexe simplicial

Définition

Un complexe simplicial est un ensemble (fini) K tel que
1. tous les éléments de K sont des simplexes de RN
2. sig € K et que ¢’ est une face de g, alors ¢’ € K ;

3. Lintersection de deux éléments de K est une face de ces
deux simplexes;
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Polyedre

Un complexe simplicial K définit un polyédre |[K| < RV :

IKl=Jo.

oeK
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[ee]ele] lele}

Polyedre

Un complexe simplicial K définit un polyédre |[K| < RV :

IKl=Jo.

oeK

A\

Deux complexes simpliciaux distincts peuvent définir le
méme polyedre.
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Quelques exemples

» L'ensemble des faces d'un n-simplexe o forme un
complexe simplicial, noté A,,.
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» L'ensemble des faces d'un n-simplexe o forme un
complexe simplicial, noté A,,.

» Si K est un complexe simplicial, 'ensemble KP des
simplexes de K de dimension au plus p est aussi un
complexe simplicial.
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Quelques exemples

» L'ensemble des faces d'un n-simplexe o forme un
complexe simplicial, noté A,,.

» Si K est un complexe simplicial, 'ensemble KP des
simplexes de K de dimension au plus p est aussi un
complexe simplicial.

» Plusieurs espaces connus peuvent étre réalisés comme
des polyedres : le tore, le cercle, la sphere, la bouteille de
Klein...
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En passant : un théoreme de Rado

Le mathématicien Hongrois Tibor Rado (1895-1965) a montré
que toute surface peut étre construite a partir de 2-simplexes.
Autrement dit :

Toute surface admet une triangulation.
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Qu’est-ce que I'homologie simpliciale ?

» Une méthode pour associer a un complexe K une famille
de groupes abéliens Hy(K), H; (K), H>(K), etc.
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Qu’est-ce que I'homologie simpliciale ?

» Une méthode pour associer a un complexe K une famille
de groupes abéliens Hy(K), H; (K), H>(K), etc.

» Le groupe H,(K) est appelé p-iéme groupe d’homologie
de K.

» Chaque groupe d’homologie est un invariant
topologique de |K]|.
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Pourquoi c’est intéressant

» Les groupes abéliens sont bien connus.

Introduction a ’homol



Homologie simpliciale

O®0000000000

Pourquoi c’est intéressant

» Les groupes abéliens sont bien connus.

» Un complexe K a seulement un nombre fini de groupes
d’homologies.

Introduction a ’homologie simpliciale



Homologie simpliciale

O®0000000000

Pourquoi c’est intéressant

» Les groupes abéliens sont bien connus.

» Un complexe K a seulement un nombre fini de groupes
d’homologies.

» Les groupes d’homologies d'un complexe peuvent étre
calculés par ordinateur.
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Pourquoi c’est intéressant

» Les groupes abéliens sont bien connus.

» Un complexe K a seulement un nombre fini de groupes
d’homologies.

» Les groupes d’homologies d'un complexe peuvent étre
calculés par ordinateur.
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Simplexes orientés

Soit o = 1y...v, un n-simplexe avec n > 0.
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Simplexes orientés

Soit o = 1y...v, un n-simplexe avec n > 0.

» Les sommets de o peuvent étre ordonnés de (n+ 1)!
différentes manieres.
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Simplexes orientés

Soit o = 1y...v, un n-simplexe avec n > 0.

» Les sommets de o peuvent étre ordonnés de (n+ 1)!
différentes manieres.

» On dit que deux ordres sur les sommets de o sont
équivalents s’ils difféerent par une permutation paire.
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Simplexes orientés

Soit o = 1y...v, un n-simplexe avec n > 0.

» Les sommets de o peuvent étre ordonnés de (n+ 1)!
différentes manieres.

» On dit que deux ordres sur les sommets de o sont
équivalents s’ils difféerent par une permutation paire.

» A équivalence pres, o admet seulement deux ordres,
appelés orientations.
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Simplexes orientés

Soit o = 1y...v, un n-simplexe avec n > 0.

» Les sommets de o peuvent étre ordonnés de (n+ 1)!
différentes manieres.

» On dit que deux ordres sur les sommets de o sont
équivalents s’ils difféerent par une permutation paire.

» A équivalence pres, o admet seulement deux ordres,
appelés orientations.

» Onnote [1y...v,] I'orientation associée a I'ordre
(Voy..oy Un).
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Chaines

Définition
Une p-chaine est une fonction ¢ de I'ensemble des
p-simplexes orientés de K vers Z tel que c(—o0) = —c(0).
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Chaines

Définition
Une p-chaine est une fonction ¢ de I'ensemble des

p-simplexes orientés de K vers Z tel que c(—o0) = —c(0).
On note C,(K) I'ensemble des p-chaines de K.
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Chaines

Définition
Une p-chaine est une fonction ¢ de I'ensemble des

p-simplexes orientés de K vers Z tel que c(—o0) = —c(0).
On note C,(K) I'ensemble des p-chaines de K.

» On peut voir C,(K) comme des combinaisons Z-linéaires
formelles des p-simplexes orientés.
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Structure de groupe sur les chaines

» L'addition de fonctions donne une structure de groupe
abélien sur Cy(K).
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Structure de groupe sur les chaines

» L'addition de fonctions donne une structure de groupe
abélien sur Cy(K).

» Cy(K) est un groupe abélien libre. On obtient une base
en fixant une orientation pour chaque p-simplexe.
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Structure de groupe sur les chaines

» L'addition de fonctions donne une structure de groupe
abélien sur Cy(K).

» Cy(K) est un groupe abélien libre. On obtient une base
en fixant une orientation pour chaque p-simplexe.

» Si p est négatif ou plus grand que la dimension de K,
Cp(K) = 0.
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Intuition derriére les chaines

» Cy(K) permet de parcourir algébriquement |K|.
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Intuition derriére les chaines

» Cy(K) permet de parcourir algébriquement |K|.

» On utilise la structure simpliciale de K pour se repérer.
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Intuition derriére les chaines

» Cy(K) permet de parcourir algébriquement |K|.
» On utilise la structure simpliciale de K pour se repérer.
» l'orientation d’'un simplexe représente la direction du

parcours.
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Opérateur de bord

» Probléeme : C,(K) dépend de la structure simpliciale de
K.
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Opérateur de bord

» Probléeme : C,(K) dépend de la structure simpliciale de
K.

» Solution : on étudie le bord des chaines.
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Opérateur de bord

» Probléeme : C,(K) dépend de la structure simpliciale de
K.

» Solution : on étudie le bord des chaines.

» Le bord d’un simplexe orienté [vy... vp] est

P
8p([vo...vp)) = D _(=1)'[Wp... Vic1 Vig1 ... Up).
i=0
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Opérateur de bord

v

Probleme : C,(K) dépend de la structure simpliciale de
K.

» Solution : on étudie le bord des chaines.
» Le bord d’un simplexe orienté [vy... vp] est
p .
8p([vo...vp)) = D _(=1)'[Wp... Vic1 Vig1 ... Up).
i=0
>

On étend 6, linéairement a tout Cy(K).
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Propriétés de 6,

» &), est un homéomorphismes.
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Propriétés de 6,

» &), est un homéomorphismes.
> 0p: Cp(K) — Cp1(K).
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Propriétés de 6,

» &), est un homéomorphismes.
> 0p: Cp(K) — Cp1(K).
> 6p_1 o6p = 0.
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Cycles et bords

Définition
On appelle cycle un élément de
Zp(K) ={o € Cy(K) : 6 y(0) = 0}.

Introduction a '’homologie simpliciale



Homologie simpliciale

00000000 e000

Cycles et bords

Définition
On appelle cycle un élément de

Zp(K) ={o € Cy(K) : 6 y(0) = 0}.
On appelle bord un élément de B,(K) = {6 +1(7) : T € Cpy1 (K)}.
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Cycles et bords

Définition
On appelle cycle un élément de

Zp(K) ={o € Cy(K) : 6 y(0) = 0}.
On appelle bord un élément de B,(K) = {6 +1(7) : T € Cpy1 (K)}.

> By(K) = im(8p11) et Z,(K) = ker(8 ).
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Cycles et bords

Définition

On appelle cycle un élément de

Zp(K) ={o € Cy(K) : 6 y(0) = 0}.

On appelle bord un élément de B,(K) = {6 +1(7) : T € Cpy1 (K)}.
» By(K) =im(6p41) et Zy(K) = ker(6 ).
» Légalité 6,1 06, = 0 entraine B,(K) < Z,(K).
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Homologie

Definition

Le p-iéme groupe d’homologie de K est le groupe quotient
Hp(K) = Zp(lo/Bp(K)-
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Homologie

Definition

Le p-iéme groupe d’homologie de K est le groupe quotient
Hp(K) = Zp(lo/Bp(K)-

» Le groupe H)(K) est un invariant topologique de |K].
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Homologie

Definition

Le p-ieme groupe d’homologie de K est le groupe quotient
Hy(K) = Z,(K)/ By(K).

» Le groupe H)(K) est un invariant topologique de |K].
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Un exemple : 'homologie de la sphere

Z sip=0,n

0 sinon.

Hy(S") = {
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Fin de la présentation
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